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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 2 gelost werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal v(t), dessen Fourier-Reihenkoeffizienten im Fol-

_ 27

genden bestimmt werden sollen. Es gilt mit wg =

3 , .
v(t) = 1 cos(2wpT’) + 3 cos(3wot) sin(2wot) + 6_]3w0t(1 + eJGth) — 2(1 + cos(5w0t))

(a)

(b)

(¢)

(d)

Bringen Sie v(t) zunéchst in eine Form, die fiir den Koeffizientenvergleich mit der
trigonometrischen Fourier-Reihe geeignet ist!

Umformen des Cosinusterms in eine Konstante mithilfe der 27-Periodizitat:

3 3 3
1 cos(2wT) = 1 cos(2 - 2m foT) = 2 cos(4m) = —.

Umformen der Exponentialterme in einen Cosinusterm geméfl der Eulerschen Formel
cos(z) = %(ejx + e_jx):

e*jB‘“Ot(l + ej6‘“0t) = el3wol 4 33wt — 9 g (3wot).

Umformen des Produktterms in zwei separate Sinusterme mit Additionstheorem

sin(z) cos(y) = 3 [sin(w —y) +sin(z + y)}:

3 3
3 cos(3wot) sin(2wpt) = B [sin(—wot) + sin(5w0t)} =35 { — sin(wot) + sin(5w0t)}.
Zusammenfassen:
5 3 . 3 .
v(t) = ~1 73 sin(wot) + 2 cos(3wot) — 2 cos(bwot) + 3 sin(5wot)

Erwarten Sie gerade und/oder ungerade Fourier-Reihenkoeffizienten? Begriinden Sie
mit der Symmetrie des Signals!

Das Signal v(t) weist sowohl punktsymmetrische Anteile (Sinus) als auch achsen-
symmetrische Anteile (Cosinus) auf. Es sind daher ungerade und gerade Fourier-
Reihenkoeffizienten zu erwarten.

Enthélt das Signal v(t) einen Gleichanteil? Geben Sie diesen gegebenenfalls an!

Es liegt ein Gleichanteil ¢ = —% vor.

Geben Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten fiir das Signal v(¢) an!
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aus dem Koeffizientenvergleich mit dem in (a) vereinfachten Signal ergibt sich:

ao 5 27 n= 37 _%> n= 17
00:5:_17 ay = _27 ,U,:5, bM: %’ ,U,:5,
0, sonst, 0, sonst.

(e) Geben Sie in allgemeiner Form an, wie die komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten
aus den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten berechnet werden kénnen!

Der Zusammenhang zwischen den komplexen und den trigonometrischen Fourier-
Reihenkoeffizienten ist definiert als:

Cu = 5(% —4bu),  cp =

(f) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-Reihenkoeflizienten ¢, des Signals v(t)!

Bei Anwendung der Formel aus (e) ergibt sich:

~1+j3, n=-5
17 = —37
_]%7 M:_lv
5 _
CM: B R) M_07
i3, p=1,
L, p=3,
_1_]%7 M:57
0, sonst.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei das Signal u(t) mit wy = 2% und der Fourier-Transformierten U (jw):

u(t) = cos(3wot) — 2sin(bwot)

(9) Erklaren Sie den Begriff hermite-symmetrisch! Was folgt daraus konkret fiir die
Signale u(t) und U (jw)?
Die Beziehung zwischen geraden und ungeraden (reellen und imagindren) Anteilen
in Zeitsignal und Spektrum ist hermite-symmetrisch:

u(t)urefe(t) + ureun(t) + juim,ge(t) + juim,un(t)

T,

U(]W) = Ure,ge(jw) + Ur‘e,un(jw) + jUim,ge(jW) + jUz‘m,un(jw)
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Das Zeitsignal u(t) enthélt reelle gerade und ungerade Anteile, daher ergeben sich
fiir das Spektrum reelle gerade und imaginédre ungerade Anteile.

(h) Wann kommt es zu einer Verletzung des Abtasttheorems? Was folgt daraus konkret (4 P)
fir das Signal u(t)?
Die Abtastfrequenz w, muss mindestens zweimal so grofl sein wie die hochste vor-
kommende Frequenzkomponente ws. Andernfalls tauchen unerwiinschte Signalkom-
ponenten im diskretisierten Signal auf (Aliasing).

Fiir u(t) gilt mit ws = max (3w, bwp) = Swo:

Wg = 2+ dwo = 10wyq

(i) Wie gehen Sie bei der Bestimmung der Periodizitét eines Zeitsignals vor, das aus (4 P)
mehreren Frequenzkomponenten zusammengesetzt ist? Was folgt daraus konkret fiir
das Signal u(t)?
Damit das zusammengesetzte Signal ebenfalls periodisch ist (mit der Periodendau-
er Ty), miissen die beiden Periodendauern der Teilfunktionen (77, T5) ganzzahlige
Vielfache voneinander sein. Es muss also gelten T, = \T7 = A\2T5.

Fir u(t) ergibt sich mit scharfem Hinsehen:

NP SR St
A1 A2

Signale und Systeme I 3



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhingig von Teil 2 und 8 geldst werden.

Gegeben seien die diskreten Fourier-Transformierten der Folgen v;(n) und ve(n):

6 , =0, 3 , =0,
1+2j 7:u:17 5+5] 7M:17
V=17 T =170
1-25 , p=3, 5—5] , p=3.

(a) Skizzieren Sie den Betrag der diskreten Spektren Vi 4(x) und V5 4(p) mit allen Ach-
senbeschriftungen fir p € {0,1,...,7,8} in je ein Diagramm. Runden Sie auf zwei
Nachkommastellen.

TVia(p)| T1Vaa(m)]

0] ©

0] 0] ® (0]

©
©
©

Y
©

=N W ks Ot O N 00 ©
=N W ks Ot O N 00 ©

(b) Berechnen Sie die inverse Fourier-Transformierte IDFT{V; 4()} fiirn € {0,1, ...,6,7}.

1S . om
vi(n) = 3 3 Via(wel" 5",
n=0

vl(O):3(6-1+(1+2j)-1+(—4)-1—|—(1—2j)-1)
:i(6+1+2j—4+1—2j)
:%:1
vl(l)=i(6~1+(1+2j)~j+(—4)~(—1)+(1—2j)-(—j))
:%(6+j—2+4—j—2)
=0=15
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

0(2) = 61+ (142) - (<1) + (~4) - 1+ (1 - 2)) - (-1))
:i(6—1—2j—4—1+2j)
0
:Z:O
v1(3) =2(6-1+(1+2J)-(—j)+(—4)-(—1)+(1—2j)~(j))
:%(6—j+2+4+j+2)
14
= =35
’01(4) :’01(0) =1
'U1(5) :’Ul(l) = 1,5
'U1(6) :’1)1(2) =0
'U1(7) :’1)1(3) :3,5

(c) Die Folge vo(n) ist das Ergebnis der zyklischen Faltung wva(n) = wvi(n) ® vs(n).
Bestimmen Sie die diskrete Fourier-Transformation V3 4(p) = DFT{v3(n)} fiir p €
{0,1,2,3}.

0,5 , =0,

3 _.7 , b= 17
Vaa(p) = Vau(u)/Via(p) =

2 =2,

347 ,p=3

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 8 geldst werden.

Gegeben seien die Signale uq () und ug(t) mit:

up(t) = sin (gfg) ua(t) = sin (%Tfst)

(d) Geben Sie die Folgen vi(n) = uy(n - i) und ve(n) = ug(n - i), welche durch Ab-

tastung der Signale u(t) und wua(t) zu den Zeitpunkten ¢ = n% mit n € {0,1,2,3}
entstehen, an.

Signale und Systeme I 5
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

(e) Berechnen Sie die Fourier-Transformierten DFT{v;(n)} und DFT{va(n)} fir p € (5 P)

{0,1,2,3).
M-1 ,
Vi) = 3 w(me-iudn
n=0
Via0) =1—1=
Via(l) = —j+—j = —2j
Via(2) =—-14+1=
ViaB)=i+j=2j
V274(0) =—141=0
Vou(l) =j+3j=2j
Vou(2)=1-1=0
Vou(3)=—j—j=-2j
(f) Bei welchen Frequenzen enthalten die Signale w;(t) und ug(t) Anteile? (1P)
up(t) = sin (27 f1t) = sin (=27 f1t)
o fit = ig fit
f1= i%
ug(t) = sin (27 fot) = sin (=27 fot)
3
It fot = j:?ﬂ fit
3
Ja= ﬂ:%
(g9) Bei welchen Frequenzen enthalten die Folgen v (n) und va(n) Anteile? (1P)
Beide Fourier-Transformierten der Folgen haben Anteile bei py = —1 und ps =

1 Anteile. Die Stiitzstellen der DFT entsprechen Frequenzen von f, = n%, n €
{Z||n| < &}. Daher enthalten beide Folgen Anteile bei Frequenzen von f = i%.

Signale und Systeme I 6



Aufgabe 2 (33 Punkte)

(h) Vergleichen Sie ihre Ergebnisse aus den Teilaufgaben (f) und (g). Erkldren Sie Ihre

Beobachtungen.
Wiéhrend die Frequenzen von ui(t) und vi(n) iibereinstimmen ist dies fiir ug(¢) und
va(n) nicht der Fall. Der Grund hierfiir ist, dass das Abtasttheorem fiir uq(t) verletzt

wurde (fy = %fs > %fs)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhingig von Teil 2 und 8 geldst werden.

(i) Fir die zyklische Faltung zweier Folgen x(n) und y(n) und deren Fourier-

Transformierten Xps(p) und Yar(p), gilt DFTy{(z(n) ® y(n))} = Xar(p) - Yar(w).
Weisen sie diesen Zusammenhang nach, indem sie die DET y/{(z(n) ® y(n))} berech-
nen und geschickt vereinfachen. Die Folgen x(n) und y(n) seien M periodisch. Daher
vereinfacht sich die zyklische Faltung der Folgen zu:

M-1 M—1
z(n) ®y(n) = Z x(m)y(n — m)mod M = Z x(m)y(n —m)
m=0 m=0

Nutzen Sie diese Tatsache bei ihren Vereinfachungen aus.

DETy{(z(n) ® y(n)}(u) = > (x(n) ® y(n))e >™5
n=0
M—-1M-1 —
= Z z(m)y(n —m)e 927
n=0 m=0
M-—1 M-1
— x(m) Z y(n _ m)e j2m i
m=0 n=0
M—1 .
= x(m)Y]w(‘u)eszﬂTv}i
m=0 o N
~Varl) Y alm)e IR
m=0
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Aufgabe 3 (34 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 2 gelost werden.

Gegeben sei die Differenzengleichung
y(n) =v(n) —av(n—2) =By —1)
des Systems Si{-} mit y(n) = Si{v(n)}. Es gelte a, f € R und o # 0,5 # 0.

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion Hi(z) des Systems Si{-}. (3 P)
Die Ubertragungsfunktion ist definiert als H;(z) = )‘;E g Daher muss die Differen-

zengleichung zunéchst in den z-Bereich transformiert werden.

v(n) —av(n—2)—By(n—1)

Y(2) 1—az?
H
&) =0 1551
Z-a
T 27 Bz
(b) Ist das System rekursiv? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 P)

Das System ist rekursiv, da es von vorhergehenden Ausgangswerten abhéangt.

(¢) Ist das System kausal? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 P)
Das System ist kausal, da der Ausgang nur von aktuellen oder fritheren Eingangs-
und Ausgangswerten, jedoch nicht von zukiinftigen Eingangswerten abhéngt.

(d) Was muss fiir die Parameter a und 3 gelten, damit das System minimalphasig und (6 P)
stabil ist? Begriinden Sie Thre Antwort!
Fiir Minimalphasigkeit miissen die Nullstellen des Systems in oder auf dem Einheits-
kreis liegen, d.h. |z ;| < 1Vi. Die Nullstellen sind:

22 —a=0

22:0[

— 20,1/2 = :l:\/a

Daraus folgt, dass || < 1, damit das System minimalphasig ist. Fiir Stabilitét
miissen alle Polstellen im Einheitskreis liegen, d.h. |24 ;| < 1V4. Die Polstellen des
Systems sind:

24+B2=0
2(z+B8)=0
—>ZOO71=O

Signale und Systeme I 8



Aufgabe 3 (34 Punkte)

200,2 = -3

Daher muss gelten || < 1.

und

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion Hy(s). Das zugehorige Pol-/Null-

stellendiagramm ist in Abbildung 1 dargestellt.

I
m{s} O Nullstelle
S00,3 X Polstelle
N 1
|
; 50,4
| 051+---9
| |
| |
50,1 | Sco,1 | 50,2
& ; | ; ! . &— Re{s}
—2 —1,5 -1 —0,5 0,5 1 2
| |
| |
! _075 | {D
| 50,3
|
SRR -1
So00,2

Abbildung 1: Pol-/Nullstellendiagramm der Ubertragungsfunktion Hs(s).

(e) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion Hy(s) des Systems. Es gelte Ha(—1) = 15.

Vereinfachen Sie so weit wie moglich.

Fiir die Ubertragungsfunktion des Systems gilt

HQ(S) =K (

s — 8071)(3 - 50,2)(3 - 30,3)(5 — 3074)

=K

(5 = 800,1)(5 = S00,2)(5 — S00,3)
(s —(=2))(s —=2)(s — (0,5 -0,57))(s — (0,5 +0,55))

s(s = (=1+7))(s = (=1 =17))

(s2 —4)(s> —s+0,5)
s(s? +2s + 2)

_Ks4—s3—3,552+4s—2

s34 252 + 25
Der Verstarkungsfaktor K des Systems kann iiber die Bedingung Hy(—1) = 15
bestimmt werden. D.h.:
D)= (=13 =3,5(-1)2+4(-1) -2
(=13 +2(=1)2+2(-1)
:K1+1—3,5—4—2 _ 15
-142-2
_ g0 =7,5K =15
15
- K= =2
7,5
9

Signale und Systeme I
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Somit ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu

4 3 2
s*—5°—3,58° +4s — 2
H- =2 .
2(s) s3 + 252 + 25

(f) Ist das System stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 P)
Das System ist nicht stabil, da mehr Nullstellen als Polstellen vorhanden sind (d.h.
der Zahlergrad grofler als der Nennergrad ist).

(9) Erklaren Sie kurz, was man unter einem Allpass-Filter versteht. Was bedeutet das
konkret fir dessen Pol- und Nullstellen? (3P)
Ein Allpass besitzt einen konstanten Betragsfrequenzgang. D.h. wenn ein Allpass-

Anteil zu einem System hinzugefiigt wird, kann sich der Phasenverlauf &ndern, nicht
jedoch der Betragsfrequenzgang (bis auf einen konstanten Faktor). Fiir die Pol- und
Nullstellen gilt hier: sg = —s

o0

(h) Formen Sie das angegebene gemischtphasige System so um, dass es aus einem mi- (8 P)
nimalphasigen Anteil H3"(s) und einem Allpass-Anteil Hi!'(s) besteht. Geben Sie
sowohl das Pol-/Nullstellendiagramm, als auch die Ubertragungsfunktionen H™ (s)
und H3l(s) an.

Hinweis: Die Ubertragungsfunktionen HY"(s) und H3'(s) miissen hierbei nicht
vereinfacht werden.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass jedes gemischtphasige System in einen mini-
malphasigen Anteil und einen Allpass-Anteil zerlegt werden kann (Lineare Systeme
- Folie 112). Fir das minimalphasige System miissen alle Nullstellen in der lin-
ken s-Halbebene (oder auf der imaginidren Achse) liegen. D.h. alle Pole bleiben, alle
Nullstellen in der linken Halbebene bleiben und die Nullstellen in der rechten Halb-
ebene werden an der imagindren Achse gespiegelt. Fiir den Allpass-Anteil werden die
Nullstellen aus der rechten Halbebene behalten und die Polstellen fiir die (in dem
minimalphasigen Anteil) hinzugekommenen Nullstellen ergénzt (siehe Skript fiir ei-
ne ausfiihrliche Beschreibung der Herangehensweise). Dadurch ergeben sich hier die
Pol-/Nullstellendiagramme zu:

Im{s} Im{s}

¢
> Re{s} ————@— Re{s}
2 | 2
©

% - - -4 L1 11

a) Pol-/Nullstellendiagramm von Hi""(s b) Pol-/Nullstellendiagramm von H3!(s
2 g 2

Abbildung 2: Aufteilung der Ubertragungsfunktion H. 2(s) in einen minimalphasigen Anteil
HY"(s) und einen Allpass-Anteil H3!(s).

Die neu hinzugekommenen Pol- und Nullstellen sind in griin markiert.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Die Ubertragungsfunktionen ergeben sich fiir den minimalphasigen Anteil zu

(s+2)%(s+0,5+0,55)(s + 0,5 —0,57)
s(s+1+j)(s+1—7)
st + 5534 8,552 + 65+ 2
53 + 252 4 25

Hénin(s) =2

=2

und fiir den Allpass-Anteil zu

(s—=2)(s—0,5-0,55)(s — 0,5+ 0,5%)
(5+2)(s+0,5—0,5§)(5 +0,5 + 0,5)
B 53 — 352 4+2,55 -1
343524255 +1

H3'(s) =

Hierbei kann der Vorfaktor K = 2 entweder dem minimalphasigen Anteil oder dem
Allpass-Anteil zugeordnet (oder auf beide Systeme aufgeteilt) werden.

Signale und Systeme I 11



Dies ist eine leere Seite.



