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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und Teil 3 geldst werden.

Die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des reellen zeitkontinuierlichen Signals
v(t) sind gegeben durch:

1 jmp

. e , € {2,3},
{#632’”‘ , e {1,2}, u HE 23
a, = b, =

-5 , =D
0 , sonst, a ’
0 , sonst.

cop = 4 cos(2m),

(a) Bestimmen Sie aus den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten die zugehorigen

komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, des Signals v(t) fur p € Z. (5P)

1
2 ) =2,

I, p=1 2 1 :
-3 s KM= 37

co =4, ap =42 , p=2, by=4¢ 32

-5 y = 57

0 , sonst,
0 , sonst.

Mit ¢, = % (ay, — jby) und ¢, = c, fir p € {1,...,00} folgt:

_]25 7“2_57
I
L+j;  n=-2
% 7/1‘7_17
4 ; =0,
Cy =
% 7:u_17
1_.7% 7,“’—27
J% 7/1‘_37
72.5 , =29,
0 , sonst.

(b) Geben Sie die Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe an und bestimmen Sie (3 P)

hiermit das Signal v(t) mit wy = 2% und 7" > 0. Vereinfachen Sie hierbei die im

Ergebnis vorhandenen Fourier-Reihenkoeffizienten.

Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe:

= 27 > 2
v(t) =co + Z ay, CO8 <uTt) + Mz:l by, sin <,uTt> .

p=1

Daraus folgt fiir v(¢):

1 1
v(t) =4 + cos (wot) + 2 cos (2wot) + 3 sin (2wot) — 3 sin (3wot) — 5 sin (5wot).
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und Teil 3 geldst werden.

(¢) Welche Bandbreite ergibt sich fiir ein Signal mit den zugehorigen komplexen Fourier-
Reihenkoeffizienten ¢, = 1, Vu € Z7 Begriinden Sie anhand der erwarteten Fre-
quenzkomponenten des Signals. (3P)

Durch die gegebenen komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, ergibt sich, mit der
Darstellung durch die Fourier-Reihe, ein Signal mit Frequenzkomponenten aller méglichen
Vielfachen der Grundfrequenz wy.

Somit hat das Spektrum des Signals an allen moglichen negativen und positiven

Vielfachen der Grundfrequenz wy von Null verschiedene Anteile mit konstanter Am-
plitude. Das Signal verfiigt somit {iber eine unlimitierte Bandbreite.

Gegeben seien die T-periodischen zeitkontinuierlichen Signale d;(t) und da(t) mit ¢t € R:

vl =

T
di(t) =t, d2(t):t2, fﬁr:—§§t<

(d) Fiir welche trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten a, und b, erwarten Sie von
Null verschiedene Werte jeweils bei den Zeitsignalen d; (t) und da(t)? Argumentieren
Sie anhand der Signaleigenschaften und erkldren Sie mogliche Unterschiede. (3P)

Durch die ungerade Symmetrie von d;(t) sind nur die Koeffizienten b, zu erwarten,
die Koeffizienten a,, entfallen. Fiir das gerade Zeitsignal da(t) sind hingegen nur die
Koeffizienten a, zu erwarten und die Koeffizienten 0, entfallen.
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und Teil 2 gelost werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal z(t) mit wy = 2% und 7' > 0:

(¢)

()

(9)

1 . :
x(t) = B + eI@ot 4 om0t _ 9 gin(2wpt).

Handelt es sich bei x(t) um ein reell- oder komplexwertiges Signal? Begriinden Sie
anhand der vorkommenden Signalkomponenten.

Mit der Eulerschen Formel cos(z) = %(ejx + e*jm) folgt:

1 . 4

x(t) = 5 + eIwol 4 gm0t _ 9gin(2uwpt),
1 1/ . ,

=+ 2(5 (70t + e70t) ) — 2in(2wpt),

1
=5+ 2 cos(wopt) — 2 sin(2wot).

Somit handelt es sich bei z(t) um ein reelles Signal, da sich die Imaginérteile der
urspriinglich enthaltenen komplexen Exponentialterme gegenseitig aufheben.

Geben Sie die Fourier-Transformierte X (jw) des Signals z(t) an.

Hinweis: Eine explizite Berechnung der Fourier-Transformation ist nicht notwen-
dig!

Niitzliche Korrespondenzen zur Bestimmung der Fourier-Transformierten X (jw):

cos (wot) o—=e 7 [dg (w + wo) + do (W — wo)] ,
sin (wot) o—=e j7 [dp (w + wp) — dp (w — wo)] ,

7“0t o—e 2760 (w — wp) -
Daraus folgt:

X(jw) =T 60(10) + 2[(50 (OJ + wo) + 50 (w — WO)] — ]2[60 (w + QWQ) — 50 ((JJ — 20&0)] .

Skizzieren Sie das Spektrum X (jw) im Bereich w € [—3wy, 3wp| mit allen Achsenbe-
schriftungen.

Signale und Systeme I 3
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Aufgabe 1 (32 Punkte)
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Abbildung 1: Realteil des Spektrums X (jw).
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Abbildung 2: Imaginérteil des Spektrums X (jw).

(h) Ist das Spektrum X (jw) hermite-symmetrisch? Argumentieren Sie anhand der vor- (3 P)
kommenden Spektral- und/oder Signalanteile.

FEin hermite-symmetrisches Spektrum muss einen geraden Realteil und einen
ungeraden Imaginérteil aufweisen.

Die Real- und Imaginérteile von von X (jw) sind gegeben durch:
X(jw)re,ge =T 50("0) + 2[50 (w + WO) + 50 (w - WO)} ’

X(jw)im,un = —j27r [(50 (w + 2w0) — 50 (w — 2&)0)] .

Durch den geraden Realteil und ungeraden Imaginéarteil handelt es sich bei X (jw)
um ein hermite-symmetrisches Spektrum.

Alternativ: Im Zeitbereich entspricht x(¢) einem Zeitsignal mit den Realteilen:

1
Z(t)re,ge = 5 + 2 cos(wot),

Z(t)re,un = —2sin(2wot).

Diese Signalanteile entsprechen im Spektrum einem reellen geraden und einem ima-
gindren ungeraden Spektralanteil, sodass das Spektrum X (jw) hermite-symmetrisch
ist.
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

(i) Das Signal xz(t) soll zeitlich um ¢ty = 5 verzogert werden. Geben Sie einen Ausdruck
fiir das Spektrum des zeitverzogerten Signals an und erkldren Sie, welche Auswir-
kungen diese Verzogerung auf das resultierende Spektrum hat.

Mit dem Verschiebungssatz
ot —to) o—e V(jw)e 7410,
ergibt sich fiir ¢t = 5:

z(t — 5) o—e X (jw)e 9w,

Die Verschiebung im Zeitbereich entspricht also einer Modulation im Frequenzbe-
reich, sodass es fiir jede Frequenz w zu einer Phasenverzogerung um tg - w = bw
kommt.

Signale und Systeme I 5



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und Teil 3 geldst werden.

Gegeben ist die diskrete Fourier-Transformierte Vi ps(p) = DFET{v1(n)} und die diskrete
Folge va(n) = IDFT{V5 as(1)}, beide der Lange M = 4:

%) H:07 ]-a _07

1 _j7 n= 17 27 - 17
Vim(p) = s . va(n) = 3 _

L+, p=3, 4, n=

(a) Wie lésst sich der Mittelwert v; einer diskreten Folge v1(n) der Lénge M aus dem
Spektrum Vi pr(p) bestimmen? Geben Sie den allgemein giiltigen Zusammenhang
sowie den Mittelwert 77 an. (3P)

v = VLM(O)

somit folgt

(b) Skizzieren Sie den Betrag von Vi a(p) fiir p € {—1,0,...,4,5} sowie die diskrete
Folge va(n) fir n € {0,1,2,3}. Achten Sie auf eine vollstindige Achsenbeschriftung.

(4 P)
3 -
Viar () 4 |02 |
o
2 ® 3 @
Va- |
1 1
19
I
! ‘ n
—1 1 2 3 4 ) 1 9 3
(¢) Ist die diskrete Folge vi(n) = IDFT{V] ps(11)} reellwertig? Begriinden Sie. (2 P)

Anhand der Frequenzkomponente ¢ = 1 und p = 3 lésst sich fiir M = 4 die hermite-
Symmetrie ablesen. Schlussfolgernd ist die diskrete Folge vq(n) = IDFT{V} ar(p)}
reellwertig.

Signale und Systeme I 6



Aufgabe 2 (33 Punkte)

(d) Das Zeitsignal vs(n) ist das Ergebnis der zyklischen Faltung von vs(n) = vi(n) ®
v2(n). Geben Sie das Spektrum V3 ps(p) im Bereich von g € {—1,0,...,4,5} fiir
M =4 an. (8 P)
Berechnung der DFT fiir ve(n):

M—-1

Vaa(u) = > va(n)e d57Hm
n=0

Vou(0)=1+2+3+4=10

Vau(1) = 1e0 4+ 2775 4 369" 4 4e95 =1 — j2— 3+ jd = —2+ j2
Vou(2) =170 +2e79™ 4 3e792™ 4 473" =1 -2 43— 4 = -2
Vau(3) = 1e790 4+ 2675 + 36737 4 4o =14 j2 -3 j4=—2—j2

Ausnutzen der Symmetrieeigenschaft der DFT fir Vy(u):

Vi(3) =Via(-1),  Vi(4)=Vi(0),  Va(5) =Vi(1)
Multiplikation der Spektren:

%AM:%A@-%AM:g 10 = 25

Vaa(l) = Via(1) - Vau(l) = (1 —j) - (=2 +42) = j4

V34(2) = V1,4(2) - V2,4(2) = (=2) - (-2) =4

V34(3) = V14(3) - V24(3) = (14 j) - (-2 —j2) = —j4
Zusammenfassend:

—j4, firpu=—1,
25, fir u =0,

74, fiir p =1,

Vig(n) =144, fiir p = 2,
—j4, fir p =3,
25, flir u = 4,
74, flir p = 5.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und Teil 8 gelost werden.

Gegeben sei die diskrete Fourier-Transformierte Vj (i) einer diskreten Folge v4(n) der
Lange M = 4:

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Vi (p) =

0, fur p =0,
—j2, firp=1,
0, fiir p = 2,
72, fiir p = 3.

(e) Geben Sie die Formel fiir die inverse diskrete Fourier-Transformation an und berech-
nen Sie das Zeitsignal v4(n) aus dem Spektrum Vy ar(p).
Die IDFT ist definiert als:

1 M1
n) = 5V ;;) Vi m (1)

FEinsetzen der gegebenen Werte:

)
e FTH

4
1
1{ j2elz +]26]2}
2(-1) +2(+1)] = 1
1
4[ J2e]“+92€’2}

[j2—-j2]=--0=0

N

= i |—j2e’ % +j2e]7}

29 =

[2(=1) +2(-1)] = §

0, firn =0,

1, firn=1,

]. r - 2T - 27 7
vi(0) = § —j2e3 10 4 el T30
1 r - 27 - 27
vg(1) = 1 —j26]27'1'1 —I—j26327'3'1
(1) = T [j2-j + 52 ()] = + [-2
V4 T Ja-J T J) = 4
1 r - 27 - 27 7
vi(2) = —j2eI T2 4 joed T2 =
1, . )
v4(2) = 1 [—j2- (1) +j2-(=1)] =
1 on o
w9= s o]
(3) = = [~2- (=) +52-4] = =
v = -
4 1 —J J4-] 4
Zusammenfassend:
va(n) =

(f) Beweisen Sie Vs (—p) =

Vi(—p) =

VM re,ge(_,u

0, firn = 2,

-1, firn=23.

Vi (p) fir v(n) € R.

) + jVMim,un(_M)y

=Vu re,ge(ﬂ) —1Vum im,un(ﬂ);
= Var(p)-

1
242 =

1
4

4=1

()= -1

Signale und Systeme I
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und Teil 2 gelost werden.

Gegeben sei ein kontinuierliches Signal uy(t) = sin(wfst), wobei f die Abtastfrequenz
ist und ¢ die Zeit.

(9)

(h)

Diskretisieren Sie das kontinuierliche Signal w1 (¢) mit einer Abtastfrequenz fs = 1000
qundtn:%fﬁrnEZ.

Das kontinuierliche Signal uy(¢) = sin( fst) wird diskretisiert, indem ¢, = 7 gesetzt
wird:

ui(n) = sin <7rf3 : ?) = sin(mn)

somit folgt
ui(n) =0VneZ

Geben Sie die Grundfrequenz f des Signals u;(t) an. Welches Phénomen tritt fiir
die ermittelten Grundfrequenz bei der Abtastung auf? Begriinden Sie.
Frequenz des Signals wu; ()

sin (7 fst) = sin (27 ft)

b
f=5

Die Grundfrequenz f des Signals u () entspricht genau der Nyquist-Frequenz.

Bei der Abtastung eines Sinussignals mit der Nyquist-Frequenz kommt es zum Son-
derfall, dass dieser in seinen Nullstellen abgetastet wird. Um einen generellen Infor-
mationsverlust zu vermeiden, sollte die Abtastfrequenz mit

fs > 2'fmax

gewahlt werden.

Signale und Systeme I 9
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

Aufgabe 3 (35 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei ein kontinuierliches System mit den Polstellen sy 1 = —j und s 2 = j
und den Nullstellen sg 1 = —% +j%, 50,2 = —% — j% und sp 3 = 3.

(a) Zeichnen Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm des gegebenen Systems. Achten Sie dabei
auf eine vollstdndige Beschriftung.

Im{s}

2 +

) )
@ ”””” B 50,3

T
I I I I I I I I I I VAN Re{S}
T T T T T T T T T T T T
-3 -2 (:}11 77777 | 1 5
50,2 1 >< Soo.1
-2 +

Abbildung 3: PN-Diagramm des gegebenen Systems.

(b) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems H(s) in Polynomdarstellung.
Es gelte H(2) = —5.

H(s)=K
s—(=3))(s =)

x (8-{—%—]% (5+%+]%)(s—3)
o (s +7)(s = J)

(s+ 32 +1)(s—3)
:K'< 282+41>
K. (32—1-332—1- 2)(s—3)

s +1

3_ 13, 15

_K'S 2579

Mit H(2) = —5 gilt:

Signale und Systeme I 10
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

(¢)

Somit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion:

253 — 135 — 15

H(s) = s2+1

Ist das System stabil und reellwertig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Das System ist nicht stabil, da mehr Nullstellen als Polstellen vorhanden sind. Der
Zahlergrad ist somit hoher als der Nennergrad, wodurch es mindestens einen Pol bei
s — oo gibt.

Das System ist reellwertig, da die Pol- und Nullstellen reellwertig sind bzw. in kom-
plex konjugierten Paaren vorliegen.

Es wird fiir die folgenden Aufgabenteile angenommen, dass eine zusétzliche Polstelle
500,3 = —1 existiert.

(d)

(¢)

(f)

Das gegebene System ist gemischtphasig. Wie muss vorgegangen werden, wenn das
System in einen minimalphasigen Anteil und einen Allpass-Anteil zerlegt werden
soll? Ist diese Zerlegung immer moglich?

In einem minimalphasigen System liegen alle Nullstellen in der linken s-Ebene. Die
Nullstelle, die in der rechten s-Ebene liegt, muss also an der imaginidren Achse ge-
spiegelt werden. Alle weiteren gegebenen Pol- und Nullstellen gehéren zum minimal-
phasigen Anteil.

Um die zusétzliche Nullstelle im Gesamtsystem zu kompensieren, muss im Allpass-
System an selber Stelle in der linken s-Ebene eine Polstelle eingefiigt werden. Au-
Berdem gehort die Nullstelle auf der rechten s-Ebene zum Allpass-System.

Die zuséatzliche Nullstelle im minimalphasigen Anteil und der zusétzliche Pol im
Allpass-Anteil kiirzen sich bei der Multiplikation H(s) = Hpyin(s) - Han(s).

Diese Zerlegung ist fiir jedes gemischtphasige System moglich.

Geben Sie die Pol- und Nullstellen fiir den minimalphasigen Anteil und den Allpass-
Anteil an.

Minimalphasiger Anteil:

01 = —3 4% s02=—%—jsund so3 = —3

Soo0,1 = —Js S00,2 = J und S$00,3 = -1

Allpass-Anteil:

So — 3

S0 = —3

Wiére eine Aufteilung in ein maximalphasiges System und ein Allpass-System im
Allgemeinen sinnvoll? Begriinden Sie.

Die Aufteilung in ein maximalphasiges System und ein Allpass-System ist nicht sinn-
voll.

Bei einem maximalphasigen System liegen alle Nullstellen in der rechten s-Ebene.

Signale und Systeme I 11
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

Somit miissten Nullstellen, die in der linken s-Ebene liegen, an der imagindren Achse
gespiegelt werden. Diese miissen wiederum im Allpass-Anteil durch das Hinzufiigen
von Polstellen an derselben Stelle wie die gespiegelten Nullstellen kompensiert wer-
den. Das Allpass-System wére somit nicht stabil, da die hinzugefiigten Polstellen
dann in der rechten s-Ebene liegen.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei ein diskretes, reellwertiges System mit der Impulsantwort hg(n) fiir n € [0, 7]
in Abbildung 4. AuBerhalb des Bereichs n € [0, 7] sei die Impulsantwort Null.

ho(n)

T e e I
} T T T T T L 2 o
6 7 n

Abbildung 4: Impulsantwort ho(n) fir n € [0, 7] des diskreten, reellwertigen Systems.

(9) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Funktionsgleichung von hg(n) bestehend aus
Impuls- und Sprungfunktionen an.

ho(n) =27-1(n = 1) =q0(n = 3) = 2y-1(n — 6)

(h) Geben Sie den allgemeinen Zusammenhang an, mit dem die Sprungantwort h_;(n)
aus der Impulsantwort hg(n) berechnet werden kann.

hi(n)= Y ho(k)

K=—00

(i) Zeichnen Sie die Sprungantwort h_1(n) fiir n € [0, 7] mit allen Achsenbeschriftungen.

(j) Geben Sie mit Hilfe der Zeichnung aus (7) einen Ausdruck fiir die Funktionsgleichung
von h_1(n) an.

h-1(n) =2y-2(n) — y-1(n — 3) = 2y-2(n — 5)

Signale und Systeme I 12
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

10 +

-1 T 1 2 3 4 5 6 7 N

Abbildung 5: Sprungantwort h_1(n) fiir n € [0, 7] des diskreten, reellwertigen Systems.

(k) Ist das System stabil? Begriinden Sie Thre Antwort sowohl anhand der Impulsant-
wort ho(n) als auch anhand der Sprungantwort h_j(n).
Das System ist stabil, weil die Impulsantwort endlich (finit) ist und die Sprungant-
wort gegen einen festen Wert konvergiert.
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Dies ist eine leere Seite.



