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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Fiir eine Periode des Signals v(t) im Intervall [0, T] gilt mit wp = 5:

(a)

(b)

2
T

t
1 4 1 9
v(t) = — /4w0 sin (bwor) dr — 8 sin? (2 w0t> + 3 sin (2(6w0t + 7T)> + 5
0

Nennen Sie zwei Verfahren, um die Koeflizienten der trigonometrischen Fourier-Reihe
fiir ein Signal zu erhalten! Beschreiben Sie kurz das Vorgehen! Geben Sie allgemeine
Formeln an, wenn fiir das Verfahren erforderlich!

1. Berechnung der Koeflizienten iiber die Definition der trigonometrischen Fourier-

Reihe:
tU'+T 9
T
( / v(t) cos (,uTt) dt),

tl

t'+T
b, = ;( / v(t) sin(,u?jt) dt).

tl

N

2. Bestimmung iiber Koeffizientenvergleich:
Sinus- und Cosinus-Terme mit Vielfachen der Grundfrequenz werden identifiert und
deren Gewichte als Koeffizienten der trigonometrischen Fourier-Reihe verwendet.

Bestimmen Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des Signals v(t)!
Integration:

t ¢

4 4 4
— /4w0 sin (bwoT) dr = { cos(5 on)} = —cos(hwopt) — —.
/ 5 .5 5

Auflésen des quadratischen Terms mit Additionstheorem sin?(z) = %(1 - cos(2:z:)):

1 8
— 8 sin? (2 w0t> = —5(1 — cos(wpt)) = —4 + 4 cos(wopt)).
Phasenverschiebung;:
4 1 4
3 sin (2 (6 wot + 77)) =3 cos(3wot).
Zusammenfassung:

4 4
v(t) = —3 + 4 cos(wot) + 3 cos(3wot) + s cos(5wot).
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Koeffizientenvergleich: a
= = -3
4, pu=1,
a, = %7 p=3,
50 M= 2,
0, sonst,

b, =0 fiir alle p.

it o(t) + i ( 27rt> n ib i ( 27Tt)
mai v = C a,, COs e S1n R
0 = o 2 T = o H T

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 3 geldst werden.

Gegeben sind folgende Signale mit 7,a € R:

(c)

(d)

vi(t) =6_1(t)a™ mita>1und 7 <0,
va(t) = 0_1(t)a™ mita>1und 7 >0,
v3(t) = cos(27m ft).

Gegeben sind Fourier-Reihe, Fourier-Transformation und Laplace-Transformation.
Welche Transformation wiirden Sie flir welches Signal verwenden? Jede Transforma-

tion darf genau einmal verwendet werden. Begriinden Sie ihre Antwort! (6 P)
v3(t): Die Sinusschwingung ist periodisch, daher bietet sich eine Fourier-Reihendarstellung
an.

v1(t): Die abklingende Exponentialfunktion konvergiert, daher bietet sich eine Fourier-
Transformation an.

va(t): Die ansteigende Exponentialfunktion divergiert, daher bietet sich die Laplace-
Transformation (in einem bestimmten Konvergenzbereich) an.

Bestimmen sie den Konvergenzbereich fiir das Signal, dem Sie die Laplace-Transformation
zugeordnet haben und erkldren Sie den Begriff! (4 P)
Die Laplace-Transformation kann so verstanden werden, dass das Signal zunéchst

mit einem ddmpfenden Exponentialterm (mit Dadmpfungsfaktor Re{s}) multipliziert

und anschliefend Fourier-transformiert wird. Durch geeignete Wahl von Re{s} kann

ein Konvergieren der Transformation erreicht werden:

[,{?}2 (t)} _ / 6_1(t>a‘rt€fstdt _ / eln(a)‘rtefstdt _ / eln(a)thRe{s}tfj Im{s}tdt.
—00 0 0

Fiir den Realteil des Arguments der Exponentialfunktion folgt mithilfe der Konver-
genzbedingung:
In(a)T — Re{s} < 0 = Re{s} > In(a)r.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 2 geldst werden.

Fiir eine Periode des Signals vy(t) gilt mit a > 0:
. T ;
va(t) = —as1gn(t - 2> fir alle 0<t¢t<T.

(e) Skizzieren Sie v4(t) im Intervall [0, 7! (2 P)

Es handelt sich um eine invertierte und verschobene Vorzeichenfunktion:

|
|
|
|
—_a+ - — - O L

Abbildung 1: Skizze des Signals v4(t)

(f) Sind die Fourier-Reihenkoeffizienten fiir v4(t) gerade oder ungerade? Begriinden Sie! (2 P)

Das Signal ist reell und ungerade, daher wird das Signal ausschliellich durch unge-
rade Fourier-Koeffizienten (b,) beschrieben.

(9) Bei der Fourierreihendarstellung des Signals vy (t) tritt eine Besonderheit auf. Nen-
nen Sie die korrekte Bezeichnung dafiir und erkliren Sie, wie diese zustande kommt!
Skizzieren Sie grob das Signal v5(¢) im Intervall [0, T]. Dieses entspricht einer Appro-
ximation von vy4(¢) mithilfe einer endlichen Anzahl an Fourier-Reihenkoeffizienten.
Markieren Sie in der Skizze Unterschiede zu v4(t)! (6 P)

Bei bestimmten zeitkontinuierlichen Signalen (z.B. Rechteckfunktion, Vorzeichen-
funktion) ergeben sich unendlich steile Ubergénge zwischen positiver und negativer
Halbwelle (Unstetigkeiten). Fiir die spektrale Darstellung folgt daraus eine unend-
lich grofe erforderliche Bandbreite, die bei der Fourier-Reihen-Darstellung mit einer
endlichen Anzahl an Koeflizienten jedoch beschrankt ist. Die Konsequenz ist eine
Tiefpassfilterung. Bei der Riicktransformation der endlichen Fourier-Reihe ergeben
sich im Zeitsignal sog. Uberschwinger, was als Gibb’sches Phénomen bezeichnet wird.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Abbildung 2: Skizze des Signals v5(t)
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

Aufgabe 2 (36 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei die Diskrete Fourier-Transformierte Vis(u) einer diskreten Folge v(n) der
Lénge M = 4:

Il
w o= o

<
=
=
I
_ oW O
T T E®E E
I

(a) Aus der Vorlesung Signale und Systeme I wissen Sie, dass die Diskrete Fourier-
Transformierte Vi () M-periodisch ist. Zeigen Sie allgemein, dass der Zusammen-
hang Vas(u+ AM) = Vi (p) gilt.

Vi (p+ AM) = v(n) - eI HHAM 3

S

ol
— O

Cip2Tn iAM2T
= v(n) - e IR . g IAM AN

I
=)

=3
_

— ’U(TL) . e—j,ui—’;n . e—j)\27m

3
Il
=)

S

= v(n) - eInAT = V().

3
I
o

(b) Wie Sie sehen, sind die Werte der Diskreten Fourier-Transformierten Vis(u) reell-
wertig. Enthélt Vj,(u) gerade und ungerade Anteile? Begriinden Sie Thre Antwort!
Die Diskrete Fourier-Transformierte Vjs(u) enthélt sowohl gerade als auch ungera-
de Anteile. Um das zu beweisen, geniigt es fiir eine p-Stelle zu zeigen, dass gerade
und ungerade Anteile existieren. Fiir die Berechnung gerader und ungerader Anteile
kénnen folgende Korrespondenzen benutzt werden:

f(n) = fee(n) + fun(n),

o) = AT,
fuley = L= C)

Wie es aus der folgenden Berechnung hervorgeht, existieren an der Stelle p = 1
sowohl gerade als auch ungerade Anteile:

- VM(l) +VM(—1) _ 3+1 _

1) = 2
V]V[,ge( ) 2 9 )
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

(c)

V(1) — V(=1 3—1

Unter der Betrachtung der Eigenschaften der Diskreten Fourier-Transformierten
Vi (p) aus der Teilaufgabe (b), was konnen Sie iiber die Folge v(n) sagen, ohne
sie zu berechnen? Ist die Folge reellwertig oder komplex? Enthélt v(n) gerade und
ungerade Anteile? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aus der Symmetriebeziehung folgt, dass die diskrete Folge v(n) komplex sein muss.
Aufgrund der Linearitdt der DFT/IDFT-Transformation und der Symmetriebezie-
hung enthélt die Folge gerade und ungerade Anteile.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdangig von Teil 1 gelost werden.

Gegeben seien eine Diskrete Fourier-Transformierte V, a7 (1) = DET{va(n)} und eine dis-
krete Folge v, (n) = IDFT{V} ar(1)}, beide der Lénge M = 4:

(d)

(¢)

()

%) N_Oa 47 TL_O,
2_.j7 p=1 27 n_17
V. = vp(n) =
)= 47 =1y,
2+]7 .LL—37 %7 n =

Sie mochten das Ergebnis der zyklischen Faltung von ve(n) = va(n) ® vp(n) bestim-
men. Beschreiben Sie Thre Vorgehensweisen mindestens fiir zwei Moglichkeiten!
erste Moglichkeit:

i) Diskrete Fourier-Transformierte V4, pr(p)} = DFT{vp(n)} durch DFT bestimmen
ii) Ergebnis der zyklischen Faltung Ve as (1)} = Vamr (1)} - Vo, (1)} im Frequenzbe-
reich bestimmen

iii) diskrete Folge v.(n) = IDFT{V, ar(1)} durch inverse DFT bestimmen

zweite Moglichkeit:
i) diskrete Folge va(n) = IDFT{V, as(1)} durch inverse DFT bestimmen
ii) diskrete Folge vc(n) = va(n) ® vy,(n) durch zyklische Faltung bestimmen

Welche Faltungs-Arten kennen Sie? Nennen Sie den Hauptunterschied zwischen den
Faltungs-Arten!

Es gibt zwei Faltungs-Arten, die zyklische und die lineare Faltung. Bei der zyklischen
Faltung wird eine der beiden Folgen zyklisch wiederholt. Das fiihrt dazu, dass das
Ergebnis der Faltung die gleiche Lange wie die Ursprungsfolgen hat. Bei der linearen
Faltung werden die Folgen nicht wiederholt. Die so entstandene Folge hat die Léinge
My + My — 1|y =m, = 2M — 1. Durch auffiillen der Folgen mit Nullen kann die
zyklische Faltung in lineare iiberfithrt werden.

Nehmen Sie an, dass die Folge va(n) = vp(n) ® h(n) das Ergebnis einer zyklischen
Faltung mit einer Folge h(n) ist. Wie wiirden Sie die Diskrete Fourier-Transformierte

Signale und Systeme I 6
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

Hyr(n) = DET{h(n)} bestimmen? Beschreiben Sie Thre Vorgehensweise! (3P)
Um die Diskrete Fourier-Transformierte Hps () = DFT{h(n)} bestimmen zu kénnen,
wird die Folge vp(n) in den Frequenzbereich tiberfithrt. Im Frequenzbereich ent-

spricht zyklische Faltung einer Multiplikation V, ar(p) = Vomr(p) - Har(p). Stellt
Va,n1 (1)
Vi, m (1)
Transformierte durch komplexe Division bestimmen.

man die Gleichung nach Hy(p) = um, so lasst sich die Diskrete Fourier-

(9) Bestimmen Sie die Diskrete Fourier-Transformierte Hys(p) = DFT{h(n)} fiir p €
{0,1,2,3}. Vereinfachen Sie soweit es geht! (12 P)

on
Vb,M(N) = Zizo vp(n)e IHar™:

Vs (0) = (4 +24 0.5 4 0.25) = 6.75,

Vo (1) = (4 12 e 105 924025 6*]‘%’“-3)
= (4—j2—0.5+ j0.25) = 3.5 — j1.75,

Vb,M(2) = (4 +2- e—j-2~%‘ +0.5- e_j'2'%r'2 +0.25 - 6—]’.2.%’.3)
= (4—-240.5—0.25) = 2.25,

Vour(3) = (442 93 105 e 75524 0,25 ¢35 )

= (4+j2—0.5— j0.25) = 3.5+ j1.75.

HM(,U«) _ Vam(p),

— Vom(p)”
Hp(0) = % = %7
Hy (1) = 352__]{75 = é
Hn(2) = % = %4,

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 3 (31 Punkte)

Aufgabe 3 (31 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das System

t

y(t) = S{v(t)} = / o(r —a)e Eldr

T=—00
beschrieben durch die Systemantwort y(¢) auf die Systemanregung v(t).

(a) Bestimmen Sie die Antwort yo(¢) des Systems auf die Anregung mit v(t) = do(t).
Losen Sie die Gleichung so weit wie moglich auf!
Die Antwort des Systems ergibt sich bei Anregung des Systems mit dem Impuls
v(t) = dp(t). Daraus ergibt sich

yo(t) = S{do(t)}

t
= / do(T — @) e"atdr

T=—00

... mit der Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution ...

t ¢
= / So(tr —a)e atdr = et /50(7'704)d7'

T=—00 T=—00

... Substitution k = 7 — o ...

_ et / So(k)dk = et [0_1 (k)i
k=—0c0

=e 01t —a)

(b) Bestimmen Sie das Spektrum Yy(jw) = F{yo(t)}.
Fiir das Spektrum ergibt sich

Yoje) = Fluo(®)} = [ wo(t) e at
- /e*td_l(t—oa) e Iwtdt

Signale und Systeme I 8
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Aufgabe 3 (31 Punkte)

_ lim e—(1Hi@)t _ o—(1+5w)
1+ jw t—00
=0
__ 1 (tjwa
1+ jw

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei folgende Ubertragungsfunktion

N-1

Hq(z) = Z Z_zai

mit N =3,a9 = %,al = %j und ap = —%j.

(¢) Bestimmen Sie die Pol- und Nullstellen des Systems und zeichnen Sie das Pol-/Null- (10 P)
stellen—Diagrarpm!
Die Pole der Ubertragungsfunktion sind schon angegeben durch die Variablen a;.

D.h. es gilt
3
Z00,0 = Qo = Z
1.
20,1 = a1 = 5]
1.
%002 = A2 = —53

Zur Bestimmung der Nullstellen muss die Ubertragungsfunktion in die Produktform
umgewandelt werden:

N-1

Hy(z) =Y. —

i—0 © T Wi
z z z

+
Z — Qg Z — aj Z— az

... Einsetzen von ag, a1, a2 ...
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Aufgabe 3 (31 Punkte)

2_ 1 1
z(z —iz—i-ﬁ)

3 1, 1,
EDE B8
Eine Nullstelle liegt offensichtlich bei zpo = 0. Die weiteren Nullstellen lassen sich
bestimmen {iber:

=3

Dadurch ergibt sich das Pol-/Nullstellendiagramm zu:

Im{z}

Abbildung 3: Pol-/Nullstellendiagramm der Ubertragungsfunktion Hyg(z).

(d) Bestimmen Sie den Verstérkungsfaktor des Systems. (1P)
Der Verstiarkungsfaktor des Systems lautet K = 3. Der Verstérkungsfaktor ist an
der Ubertragungsfunktion ablesbar (siehe Losung zu Aufgabenteil (d)).

(e) Bestimmen Sie die Impulsantwort hg 4(n) des Systems. Geben Sie auch das Konver- (6 P)
genzgebiet an!
Die Impulsantwort des System kann mit Hilfe der Korrespondenz —*— e—o a™vy_1(n)
einfach bestimmt werden:

Signale und Systeme I 10



Aufgabe 3 (31 Punkte)

Das Konvergenzgebiet ergibt sich aus der Betrachtung der Polstellen der Ubertragungsfunktion.

z z z
Hd = 3 + T +
z2—5 z—3 _ (1
i 2z ( ])
2
N—— N——r
|2>3 21> 3 N

|z>%

Dadurch ergibt sich ein Konvergenzgebiet von |z| > %.

(f) Ist das angegebene System stabil? Begriinden Sie Thre Antwort. (2 P)
Das System ist stabil. Dieses lisst sich sowohl anhand des Pol-/Nullstellendiagramms,
als auch anhand der Impulsantwort feststellen.

o Pol-/Nullstellendiagramm: Alle Pole liegen innerhalb des Einheitskreises, d.h.
|200,i| < 1,Vi € {0,1,2}.

e Impulsantwort: Die Impulsantwort ist absolut summierbar.

(g) Ist das angegebene System minimalphasig? Begriinden Sie Thre Antwort. (2 P)
Das System ist minimalphasig, da alle Nullstellen innerhalb des (oder auf dem)
Einheitskreis(es) liegen, d.h. |29, < 1,Vi € {0,1,2}.
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