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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal v(t), dessen Fourier-Reihenkoeffizienten im Fol-
genden per Koeflizientenvergleich bestimmt werden sollen. Es gilt mit wg = 2% fir T > 0:

. dar1 . 3 ™
v(t) = 4cos (2wpt) sin (2wot) + = [wo sin (2w0t)] +2 kz::() cos (kwot - ks) .

(a) Bringen Sie v(t) zunéchst durch Vereinfachung in die Form: (8 P)

oo oo
v(t) =co + Z ay, cos (pwot) + Z by sin (pwot).
p=1 pn=1

Umformen des Produktterms in zwei separate Sinusterme mit Additionstheorem

sin(z) cos(y) = %[Sin(a: —y) +sin(z + y)}

4 cos(2wpt) sin(2wot) = Q[Sin(O) + sin(4w0t)} = 2sin(4wot).
Ableiten des Sinusterms mit der Kettenregel % sin(at) = a cos(at):

1 2
% [WO sin (Qth)l = wioo cos (2wot) = 2 cos (2wot)

Auflosen des Summenzeichens in einzelne Cosinus-Terme und anschlieBende Umfor-
mung mithilfe der Sinus-Cosinus-Beziehung;:

3
3
2 ,Z:O cos (kwot - k%) =2 {cos (0) + cos (wgt - g) + cos (2wot — ) + cos <3w0t — ;)]
=2 {1 + sin (wot) — cos (2wot) — sin (3w0t)}
= 2+ 2sin (wot) — 2 cos (2wopt) — 2sin (3wot).
Zusammenfassen:
v(t) = 2sin(dwot) + 2 cos (2wot) + 2 + 2sin (wot) — 2 cos (2wot) — 2 sin (3wot)
= 2+ 2sin (wot) — 2sin (3wot) + 2 sin(4wpt).
(b) Markieren Sie jeden Term aus (a) als gerade, ungerade oder als Gleichanteil! (2 P)

Gleichanteil ungerade ungerade ungerade

=
v(t)= 2 +2sin(wot) — 2sin (3wot) + 2 sin(4wot) .
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

(¢) Geben Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des Signals v(¢) an!

Es gilt mit g > 0:

2? .u - 17

-2, =3,
co=2, a,=0, b,= Z_

0, sonst.

Das Signal v(t) wird nun auf ein lineares, zeit-invariantes System gegeben, sodass gilt:
y(t) = S{v(t)}. Der Systemoperator S{...} beschreibt dabei das Filter mit dem Frequenz-
gang H(jw) mit Hy # 0:

Hy, |w[ < 5%,
. T
H(jw) = { Hy-e %, 5 < |l < T,
0, sonst.

(d) Um welche Art von Filter handelt es sich (Hochpass, Tiefpass, Bandpass, Bandsper-
re, Allpass)? Begriinden Sie!

Niedrige Frequenzkomponenten (Jw| < ZF) werden durch das Filter mit einer Kon-
stanten Hy multipliziert (bzw. erfahren zusétzlich eine Phasenverschiebung), wihrend
hohere Frequenzkomponenten auf Null gedampft werden. Daher handelt es sich um
ein Tiefpassfilter.

(e) Wenden Sie nun das Filter auf v(¢) an, um y(¢) zu erhalten! Priifen Sie dazu fiir jeden
Term im Teilergebnis aus (a), welche Frequenzkomponenten enthalten sind und wie
dieser durch den gegebenen Frequenzgang H (jw) beeinflusst wird!

Hinweis: Nutzen Sie die Definition wg = 2% und den Verschiebungssatz der Fourier-

transformation.

vo () v1(t) va(t) v3(t)

v(t) = /2\+ 2sin (wot) — 2sin (3wot) + 2 sin(4dwot) .

Fiir den Gleichanteil vy(t) gilt w = 0 < 2%, daher wird dieser nur mit der Konstanten
Hy gewichtet:
yo(t) = S{vo(t)} = S{2} = 2H,.

Fiir v(t) gilt wg = 25 < 2%, daher findet ebenfalls nur eine Gewichtung mit Hy

statt:
U1 (t) = S{Ul (t)} = S{2 sin (wot)} = 2H0 sin (WQt).
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Fiir vs(t) gilt 25 < 3wp = %% < 7= daher wird mit Hy gewichtet und zusétzlich eine
Zeitverschiebung geméf des Verschiebungssatzes der Fouriertransformation durch-
gefiihrt:

ya(t) = S{va(t)} = S{—2sin (3wot)}
= —2Hsin (3wo (t — z))

12
. T
= —2Hysin (3wot — 3woﬁ)
20 T
— “2Hysin (3wot — 328 —
0 sin (3w 3 T 12)
= —2Hj sin (3wot — g)
= 2H cos (3wot).

Fir vs(t) gilt 4wy = 8% > 7%, daher wird dieser Frequenzanteil auf Null gedampft:
yg(t) = S{Ug(t)} = 5{2 sin (4th)} =0.
Zusammengefasst ergibt sich:

y(t) = 2Ho + 2Hy cos (3wot) + 2Hy sin (wot).

(f) Markieren Sie jeden Term von y(t) als gerade, ungerade oder als Gleichanteil! Geben
Sie die resultierenden Fourier-Reihenkoeffizienten von y(¢) an!

Gleichanteil gerade ungerade
~ =
y(t)= 2Hp +2Hcos (3wot) + 2Hsin (wot) .
Es gilt mit g > 0:

2H =3 2H =1
COZQHO, au:{ 0, M ) b — { 0, M )

0, sonst, 0, sonst.

Teil 2  Die Aufgaben in diesem Aufgabenteil konnen jede fiir sich gelost werden.

(9) Das Signal u(t) = cos (2%15) wird mit w, = 7% abgetastet. Welche Voraussetzungen

gelten in diesem Fall allgemein und welche Folgen erwarten Sie fiir das konkrete
Signal?

Geméf Abtasttheorem muss die Abtastfrequenz w, mindestens zweimal so grof3 sein
wie die hochste vorkommende Frequenzkomponente wsy.

2.,

Fiir u(t) gilt mit ws = %7

2
Wa = <2-?:2ws

Nl
3
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

(h)

Das Abtasttheorem wird verletzt und es kommt folglich zu einem Informationsver-
lust. Das abgetastete Signal kann unerwiinschte Frequenzkomponenten enthalten,
die im Ursprungssignal nicht enthalten sind (Aliasing).

Bei der spektralen Darstellung von steilflankigen Signalen mit nur wenigen Fourier-
Reihenkoeffizienten kommt es zu Fehlern. Geben Sie ein Beispiel fiir ein solches
sproblematisches* Signal! Benennen Sie auflerdem diesen Effekt und erkliren Sie,
wieso er zustande kommt!

Bei bestimmten zeitkontinuierlichen Signalen (z.B. Rechteckfunktion, Vorzeichen-
funktion) ergeben sich unendlich steile Ubergénge zwischen positiver und negativer
Halbwelle (Unstetigkeiten). Fiir die spektrale Darstellung folgt daraus eine unend-
lich grofe erforderliche Bandbreite, die bei der Fourier-Reihen-Darstellung mit einer
endlichen Anzahl an Koeffizienten jedoch beschrinkt ist. Die Konsequenz ist eine
Tiefpassfilterung. Bei der Riicktransformation der endlichen Fourier-Reihe ergeben
sich im Zeitsignal Uberschwinger, was als Gibb’sches Phéinomen bezeichnet wird.
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

Aufgabe 2 (36 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Gegeben seien die diskreten Folgen v1(n) und va(n) bei der Liange M = 3:

2 , n=20, -3 ,n=0,
vi(n) =425 ,n=1,, va(n) =41 ,n=1,
5 ,n=2, 4 , n=2.

(a) Wodurch unterscheiden sich die lineare und zyklische Faltung voneinander? Welche
Lénge hat jeweils das Ergebnis der linearen und zyklischen Faltung der Folgen vy (n)
und vg(n)?

Bei der zyklischen Faltung wird eine der beiden Folgen zyklisch wiederholt. Das
fiihrt dazu, dass das Ergebnis der zyklischen Faltung die gleiche Léange wie die Ur-
sprungsfolgen hat. Bei der linearen Faltung werden die Folgen nicht wiederholt. Die
so entstandene Folge hat die Lange M; + My — 1. Durch Auffiillen der Folgen mit
Nullen kann die zyklische Faltung in die lineare tiberfithrt werden.

Das Ergebnis der zyklischen Faltung von vy (n) und va(n) hat die Lange M, = M = 3.
Das Ergebnis der linaren Faltung von v;(n) und ve(n) hat die Lange M; = 2-M —1 =

D.
(b) Berechnen Sie die zyklische Faltung der beiden Folgen v;(n) und va(n).
M-1
Ug(n) = 1)1(71) ® UQ(?”L) = Z 1)1(]€)U2(7”L — k?) mod M
k=0

v3(0) =2 (=3)42,5-445-1=9
v3(1)=2-1+425-(—3)+5-4=14,5
v3(2) =2-4425-145-(—3) = —4,5

(c) Beschreiben Sie, wie man alternativ mit Hilfe der DFT die zyklische Faltung zweier
diskreter Folgen berechnen kann.

(i) Die beiden Folgen mithilfe der DF'T in den Frequenzbereich tiberfiihren: Vi pr(p) =
DFT{vi(n)}, Vo p () = DET{va(n)}.

(ii) Da die zyklische Faltung im Zeitbereich einer Multiplikation im Frequenzbereich
entspricht werden die Spektren multipliziert: V3 (1) = Vi (i) - Vo,nr (1)

(i4i) Das Ergebnis muss abschlieend mithilfe der IDFT wieder in den Zeitbereich
tiberfithrt werden: vg(n) = vi(n) ® va(n) = IDFT{V3 ar(1)}.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 3 geldst werden.
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

Gegeben seien die diskreten Fourier-Transformierte der Vi ps(p) einer diskreten Folge vq(n)
und die Folge vy(n), beide der Lénge M = 4:

2 u=o0, 2,75 ,n=0,
29 4j L pu=1, 0,75 ,n=1,
Vi = , vo(n) =
1l =95 =2, 2(n) 2,95 ,n=2
24 4j =3, 9275 ,n=3

(d) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte DFT{v2(n)} der Lange M = 4 fir p €

{0,1,2,3}.
3
Vau(i) = > va(n)e 5"
n=0
V2.4(0)=2,75-1-0,75-1—-2,25-1-2,75-1
=-3
Vou(1)=2,75-1—0,75-(=5) — 2,25 (=1) — 2,75 - (5)
=5-—2j
Vou(2) =2,75-1-0,75-(=1) —2,25-1—2,75- (—1)
=4
Vou(3) =2,75-1—0,75- () — 2,25 (—1) — 2,75 - (—j)
=5+2j

(e) Die Folge vs(n) der Linge M = 4 sei das Ergebnis der zyklischen Faltung von
vi(n) mit va(n): v3(n) = vi(n) ® va(n). Berechnen Sie die Fourier-Transformierte
V3.4(p) = DFT{v3(n)} der Linge M =4 fiir p € {0, 1,2,3}.

Vaa(p) = DET{vi(n) ® va(n)} = DET{v1(n)} - DFT{vz(n)}
Vaa(p) = Via(p) - Vau(p)

20 (-3) =0 n=o,
9 4j)-(5-2j)=2—24j , pu=1,
%Am=:( J) - (5=2j) Joo
3-4=12 =2,
2+45) - (5+2))=2+24f , pu=3
(f) Berechnen sie den Mittelwert 73 der Folge v3(n).
1 1 6
Va2 — — = — . = - = 1
V3 M V37M (0) 1 6 1 s 5

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 2 und 3 geldst werden.
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Aufgabe 2 (36 Punkte)

Es seien v1(n) € R eine diskrete Folge reeller Zahler und Vi ar(p) = DFT{vi(n)} des-
sen Spektrum, beide der Liange M € N.

(g9) Beschreiben Sie welchen Einfluss die Multiplikation des Spektrums Vj ar(p) mit ei-

nem komplexen Zeiger e —ingino (np € Z) im Frequenzbereich fir die Folge vi(n) im
Zeitbereich hat.

Die Multiplikation eines Spektrums mit einem komplexen Zeiger im Frequenzbereich
bewirkt eine zeitliche Verschiebung im Zeitbereich (Verschiebungssatz).

(h) Beschreiben Sie welchen Einfluss die Multiplikation von v;(n) mit einem komplexen

Zeiger e~ IHogin (1o € Z) im Zeitbereich fiir das Spektrum Vi p7(p) im Frequenzbe-
reich hat.

Die Multiplikation einer Folge mit einem komplexen Zeiger im zeitbereich bewirkt
eine spektrale Verschiebung im Frequenzbereich (Modulationssatz).

(i) Welche Aussage konnen Sie iiber die Periodizitét des Spektrums Vi ar(p) treffen?
Das Spektrum ist periodisch mit einer Periodendauer von M.

(j) Beweisen Sie, dass der folgende Zusammenhang gilt: Vi ar(p) = Vi'p (—p).

M—1
Via(p) =Y vi(n e I2mar
n=0
M-1
Vi (— Zm )ed 2t

‘/1 M Z 6]2ﬂ.un)

da vy (n) reellwertlg ist, gilt v1(n) = vi(n)
(ejZW%) — e —jomby
M—1
V(=) = Y wi(n)e 27N = Vi ()
n=0
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Aufgabe 3 (32 Punkte)

Aufgabe 3 (32 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion H 1(2) eines diskreten, zeitinvarianten Systems:

24243
_ 2
Hi(z) = 2241
(a) Bestimmen Sie die Impulsantwort hg1(n) des Systems H;(z). (8 P)

Hinweis: Eine Partialbruchzerleqgung ist zur Losung dieser Aufgabe hilfreich!

Um die Impulsantwort hg 1 (n) zu berechnen, muss die Ubertragungsfunktion zunéichst
Partialbruchzerlegt werden.

Hl(z)_zz—i—z—l—%_ 22—|—z—|—%
z  z(2241)  z(z—j)(z+7)
A B C

-+ -
z Z—7 z+)
Die Bestimmung der Koeffizienten A, B, C:

224 z+3 1
2241 2
z=0
_22—|—z+% 1 .
z(z4J) 4 2/
2=
2 1
zZ2+z+ 5 1 1
c=-__- 2 — 1
z(z—J) A 4+2‘7
z=—j

Damit folgt mit den Korrespondenzen 1e—o~q(n) und = e—oa"y_(n):

1_1; 1,1,
-3 208 2i )

l

hoa(n) = 5 20(n) + (5 = 59) O 11l + (5 + 39) ()" v-a(0)

(b) Zeichnen Sie die Impulsantwort hg(n) im Bereich n € {—3,—2,...,3}. Denken Sie (4 P)
dabei an alle Achsenbeschriftungen!

(c) Ist das System kausal? Begriinden Sie Thre Antwort. (2 P)

Das System ist kausal, da die Impulsantwort hg 1(n) = 0 fiir n < 0 ist.

Signale und Systeme I



Aufgabe 3 (32 Punkte)

ho(n)
1 &---
0.5 + T
3 -2 N B 1 7& i
-1l - ===

(d) Ist das System stabil? Begriinden Sie Thre Antwort.

Das System ist nicht stabil, da die Impulsantwort hg 1(n) nicht abklingt fiir n — oco.

(Das System ist jedoch grenzstabil.)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei das Pol-Nullstellen-Diagramm eines diskreten, zeitinvarianten Systems Hy(z):

Abbildung 1: Impulsantwort hg 1(n).

Im{z}

Abbildung 2: Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems Ha(z).

(e) Untersuchen Sie anhand des Pol-Nullstellen-Diagramms, ob das System

(i) reellwertig,
(ii) stabil,

(#4i) minimalphasig und

(iv) rekursiv

ist. Begriinden Sie Ihre Antworten!

Das System ist:

Signale und Systeme I
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Aufgabe 3 (32 Punkte)

(i) reellwertig, da alle Pol- und Nullstellen in komplex konjugierten Paaren auftre-
ten.

(ii) stabil, da sich die Polstellen innerhalb des Einheitskreises befinden, d.h. es gilt
|200i| <1 Vie{1,2}.

(7i) minimalphasig, da sich die Nullstellen auf dem Einheitskreis befinden, d.h. es
gilt ’ZQVZ" <1 Vie {1,2}

(iv) rekursiv, da es Polstellen aufweist, die sich nicht im Nullpunkt befinden.

(f) Es gelte Hy(z = 2) = 6. Geben Sie die Ubertragungsfunktion Hs(z) in Polynomdar- (5 P)
stellung an!

Das System kann iiber das Pol-Nullstellen-Diagramm abgelesen werden als:

(2= 5)(=+7)
Hy(z) =K
RS DI IO h)
2
:Kz2—i_i%

Der Verstérkungsfaktor kann iiber die Bedingung Ha(z = 2) = 6 bestimmt werden:

Hy(z=2)=6
22 41
+ ¢
22 -2+ 3
5
K—=6
2.5
2K =6
K=3

Somit ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu:

2241

Hy(z) = 3722_2_,_;
2

Teil 3

Die beiden zuvor behandelten Systeme mit den Ubertragungsfunktionen Hi(z) und Ha(z)
werden entsprechend der nachfolgenden Abbildung zusammengeschaltet.

(9) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems H3(z) = % Verein- (3 P)

fachen Sie dabei so weit wie moglich!

Fiir das System Hjs(z) ergibt sich:

Hg(z) = Hl(z) . HQ(Z)

Signale und Systeme I 10



Aufgabe 3 (32 Punkte)

Abbildung 3: Reihenschaltung der Systeme Hi(z) und Hs(z).

224z 2 +1
22 +1 22—z+1
22+z+%
=351
z —Z+§
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Dies ist eine leere Seite.



