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Note im QIS-Portal abfragen. Bis zum Ende der Widerspruchsfrist des zweiten
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Kiel, den Unterschrift:

Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie, Prof. Dr.-Ing. Gerhard Schmidt, www.dss-kiel.de
Signale und Systeme I



Signale und Systeme I
Modulklausur WS 2022/2023
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Aufgabe 1 (34 Punkte)

Aufgabe 1 (34 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 gelöst werden.

Die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des zeitkontinuierlichen Signals
v(t) ∈ R sind gegeben durch:

c0 = 1
2 , aµ =


2 , µ = 1,

µ ejµπ , µ ∈ {2, 3},

0 , sonst,
bµ =


6 , µ = 1,

cos (µπ
2 ) , µ = 2,

0 , sonst.

(a) Bestimmen Sie aus den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten die zugehörigen (4 P)
komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten cµ des Signals v(t) für µ ∈ Z.

c0 = 1
2 , aµ =


2 , µ = 1,

2 , µ = 2,

−3 , µ = 3,

0 , sonst,

bµ =


6 , µ = 1,

−1 , µ = 2,

0 , sonst.

Mit cµ = 1
2 (aµ − jbµ) und c−µ = c∗

µ für µ ∈ {1, . . . , ∞} folgt:

cµ =



−1.5 , µ = −3,

1 − 0.5j , µ = −2,

1 + 3j , µ = −1,
1
2 , µ = 0,

1 − 3j , µ = 1,

1 + 0.5j , µ = 2,

−1.5 , µ = 3,

0 , sonst.

(b) Geben Sie die Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe an und bestimmen Sie (3 P)
hiermit das Signal v(t) mit ω0 = 2π

T und T > 0.

Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe:

v(t) = c0 +
∞∑

µ=1
aµ cos

(
µ

2π

T
t

)
+

∞∑
µ=1

bµ sin
(

µ
2π

T
t

)
.

Daraus folgt für v(t):

v(t) = 1
2 + 2 cos (ω0t) + 2 cos (2ω0t) − 3 cos (3ω0t) + 6 sin (ω0t) − sin (2ω0t).
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Aufgabe 1 (34 Punkte)

(c) Markieren Sie in Ihrem zuvor bestimmten Ausdruck für das Signal v(t) jeweils die (2 P)
geraden und ungeraden Wechselanteile.

v(t) = 1
2 + 2 cos (ω0t) + 2 cos (2ω0t) − 3 cos (3ω0t)︸ ︷︷ ︸

gerade

+ 6 sin (ω0t) − sin (2ω0t)︸ ︷︷ ︸
ungerade

(d) Wie lässt sich der Gleichanteil eines Zeitsignals anhand dessen Fourier- (2 P)
Reihenkoeffizienten bestimmen? Geben Sie den Gleichanteil des Signals v(t) an.

Der Fourier-Reihenkoeffizient c0 entspricht dem Gleichanteil des Signals.
Dementsprechend ergibt sich für v(t) ein Gleichanteil von c0 = 1

2 .

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 gelöst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal x(t) mit ω0 = 2π
T und T > 0:

x(t) = 3 − 2 sin (2ω0t)2 + 3 cos (3ω0t).

(e) Bringen Sie das Signal x(t) in eine Form, die für den Koeffizientenvergleich mit der (1 P)
trigonometrischen Fourier-Reihe geeignet ist.

Mit sin2(x) = 1
2 [1 − cos(2x)] folgt:

x(t) = 3 − 2
(1

2

[
1 − cos (2(2ω0t))

])
+ 3 cos (3ω0t)

= 2 + 3 cos (3ω0t) + cos (4ω0t).

(f) Bestimmen Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des Signals x(t). (3 P)

c0 = 2, aµ =


3 , µ = 3,

1 , µ = 4,

0 , sonst,
bµ = 0.
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Aufgabe 1 (34 Punkte)

(g) Geben Sie die Fourier-Transformierte X(jω) des Signals x(t) an. (6 P)

Hinweis: Eine explizite Berechnung der Fourier-Transformation ist nicht notwen-
dig!

Nützliche Korrespondenzen zur Bestimmung des Spektrums X(jω):

a1v1(t) + a2v2(t) c s a1V1(jω) + a2V2(jω)
cos (ω0t) c sπ [δ0 (ω + ω0) + δ0 (ω − ω0)]

ejω0t c s 2πδ0 (ω − ω0)

X(jω) = 4π δ0(ω)+3π [δ0 (ω + 3ω0) + δ0 (ω − 3ω0)]+π [δ0 (ω + 4ω0) + δ0 (ω − 4ω0)] .

(h) Skizzieren Sie das Spektrum X(jω) im Bereich ω ∈ [−4ω0, 4ω0] mit allen Achsenbe- (6 P)
schriftungen.

−4ω0
−3ω0

−2ω0 −ω0 0 ω0 2ω0 3ω0 4ω0
0
π

2π

3π

4π

ω

X
(j

ω
)

Abbildung 1: Signalgraph von X(jω) im Bereich ω ∈ [−4ω0, 4ω0].

(i) Erläutern Sie, wie die Periodizität eines Zeitsignals bestimmt werden kann, welches (4 P)
die Summe mehrerer periodischer Teilfunktionen ist. Bestimmen Sie dementspre-
chend die Periode Tx des Signals x(t).

Die Summe mehrerer periodischer Teilfunktionen ist dann periodisch, wenn die Pe-
riodendauern aller Teilfunktionen ganzzahlige Vielfache voneinander sind. Es muss
also gelten:

Tx = λaTa = λbTb, mit λa, λb ∈ N.

Mit den zeitabhängigen periodischen Signalanteilen 3 cos (3ω0t) mit Periode Ta = 2π
3ω0

und cos (4ω0t) mit Periode Tb = 2π
4ω0

folgt als Periode Tx für x(t):

Tx = 3Ta = 4Tb = T.

Signale und Systeme I 3



Aufgabe 1 (34 Punkte)

Das Signal x(t) wird nun mit der Abtastperiode TA = T
6 abgetastet, woraus das

zeitdiskrete Signal xA(n) resultiert.

(j) Wie lautet die Definition des Abtasttheorems? Wird das Abtasttheorem bei der Ab- (3 P)
tastung des Signals x(t) mit der Abtastperiode TA eingehalten?

Das Abtasttheorem besagt, dass ein Tiefpass-Signal, bandbegrenzt durch eine ma-
ximale Frequenz ωB (bzw. ein Bandpass-Signal mit der Bandbreite ωB), dann exakt
rekonstruierbar ist, wenn es mit der Abtastfrequenz ωA abgetastet wurde:

ωA ≥ 2ωB.

Bezogen auf die Periodendauer ergibt sich, dass die Abtastperiode höchstens halb so
groß wie die kleinste vorkommende Periode sein darf:

TA ≤ Tmin
2 .

Somit gilt für die Abtastung von x(t) mit Tmin = T
4 :

TA = T

6 ≰
Tmin

2 = 1
2

T

4 = T

8 .

Dementsprechend wird das Abtasttheorem hier verletzt.
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Aufgabe 2 (32 Punkte)

Aufgabe 2 (32 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 und 3 gelöst werden.

Gegeben seien die diskreten Fourier-Transformierten der reellen Folgen v1(n) und v2(n):

V1,4(µ) =


−1 , µ = 0,

2 − 5j , µ = 1,

3 , µ = 2,

2 + 5j , µ = 3,

, V2,4(µ) =


6 , µ = 0,

1 + 3j , µ = 1,

−1 , µ = 2,

1 − 3j , µ = 3.

(a) Berechnen Sie die inverse Fourier-Transformierte IDFT{V1,4(µ)} für n ∈ {0, 1, ..., 6, 7}. (7 P)

v1(n) = 1
4

3∑
µ=0

V1,4(µ)ejµ 2π
M

n

v1(0) = 1
4 (−1 · 1 + (2 − 5j) · 1 + 3 · 1 + (2 + 5j) · 1)

= 1
4(−1 + 2 − 5j + 3 + 2 + 5j)

= 6
4 = 1, 5

v1(1) = 1
4 (−1 · 1 + (2 − 5j) · j + 3 · (−1) + (2 + 5j) · (−j))

= 1
4 (−1 + 2j + 5 − 3 − 2j + 5)

= 6
4 = 1, 5

v1(2) = 1
4 (−1 · 1 + (2 − 5j) · (−1) + 3 · 1 + (2 + 5j) · (−1))

= 1
4 (−1 − 2 + 5j + 3 − 2 − 5j)

= −2
4 = −0, 5

v1(3) = 1
4 (−1 · 1 + (2 − 5j) · (−j) + 3 · (−1) + (2 + 5j) · (j))

= 1
4 (−1 − 2j − 5 − 3 + 2j − 5)

= −14
4 = −3, 5

Da das Ergebnis einer IDFT M-periodisch ist, gilt:

v1(4) = v1(0) = 1, 5
v1(5) = v1(1) = 1, 5
v1(6) = v1(2) = −0, 5
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Aufgabe 2 (32 Punkte)

v1(7) = v1(3) = −3, 5

(b) Die Folge v3(n) sei das Ergebnis der zyklischen Faltung v3(n) = v1(n) ⊛ v2(n).
Bestimmen Sie die diskrete Fourier-Transformation V3,4(µ) = DFT{v3(n)} für µ ∈ (6 P)
{−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3}.

V3,4(µ) = V1,4(µ)·V2,4(µ) =



17 + j , µ = −3,

−3 , µ = −2,

17 − j , µ = −1,

−6 , µ = 0,

17 + j , µ = 1,

−3 , µ = 2,

17 − j , µ = 3.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 und 3 gelöst werden.

Gegeben sei die DFT des reellen Signals v(n) der Länge M mit dem Mittelwert π/M :

VM (µ) =



(2 + j) · j , µ = 1,

2eπ , µ = 2,

re−jϕ , µ = 3,

8 , µ = 4,

0 , µ = 5, 6, ...M
2 ,

unbekannt , sonst.

(c) Bestimmen Sie die fehlenden Werte der DFT VM (µ). (6 P)

(i) Der Wert VM (0).

(ii) Die Werte VM (M − 1), VM (M − 2), VM (M − 3) und VM (M − 4).

(iii) Die verbleibenden Werte von VM (µ) für µ = M
2 + 1, M

2 + 2, . . . , M − 5.

VM (0) =
M−1∑
µ=0

v(n)e−jµ 2π
M

n =
M−1∑
µ=0

v(n) = M · v = π

VM (M − 1) = VM (1)∗ = −1 − 2j

VM (M − 2) = VM (2)∗ = 2eπ

VM (M − 3) = VM (3)∗ = rejϕ

Signale und Systeme I 6



Aufgabe 2 (32 Punkte)

VM (M − 4) = VM (4)∗ = 8

VM (µ) = 0, ∀µ = M

2 + 1,
M

2 + 2, . . . , M − 5

Das Signal v(n) = IDFT{VM (µ)} des oben gegebenen Spektrums, durchläuft die abge-
bildete Verarbeitungskette. Bei der Übertragungsfunktion handelt es sich um ein ideales,
reelles Tiefpassfilter HTP(ejΩ) mit der Grenzfrequenz Ωg = 2π

µg
M = 3π

M .

v(n) y(n)
HTP(ejΩ)

(d) Skizzieren Sie den Betragsfrequenzgang eines idealen, reellen Tiefpassfilters |HTP(ejΩ)|
im Bereich −3π ⩽ Ω ⩽ 3π für die oben angegebene Grenzfrequenz. (4 P)

−3π −2π −π −Ωg Ωg
π 2π 3π

1

2

Ω

|HTP(eȷΩ)|

(e) Welche Werte nimmt das gefilterte Signal YM (µ) = DFTM {y(n)}
für µ ∈ {0, 1, ..., M − 1} an. (6 P)

YM (µ) =



π , µ = 0,

−1 + 2j , µ = 1,

0 , µ = 2,

0 , µ = 3,

0 , µ = 4,

0 , µ = 5, 6, ...M
2 ,

0 , µ = M
2 + 1, M

2 + 2, ..., M − 5,

0 , µ = M − 4,

0 , µ = M − 3,

0 , µ = M − 2,

−1 − 2j , µ = M − 1.

.

(f) Welche Art der Filterung müssen Sie durchführen, um nur den Frequenzanteil an
der Stelle µ = 2 zu erhalten? Geben Sie die Grenzfrequenzen in gleicher Form an,
wie sie für das Tiefpassfilter angegeben sind. (3 P)

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 2 (32 Punkte)

Das Signal muss bandpassgefiltert werden HBP(ejΩ), mit den Grenzfrequenzen z.B.:
Ωl = 2π

M µl = 2π
M · 1.5 = 3π

M und Ωh = 2π
M µh = 2π

M · 2.5 = 5π
M .

Signale und Systeme I 8



Aufgabe 3 (34 Punkte)

Aufgabe 3 (34 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 gelöst werden.

Gegeben sei ein System mit dem zugehörigen Pol-/Nullstellendiagramm aus Abbildung 2.

Re{z}

Im{z}

−1 −0, 5 10, 5

1

0, 5

−1

−0, 5

z0,1

z∞,1

z∞,2

Abbildung 2: Pol-Nullstellendiagramm des Systems H(z).

(a) Um welche Art von Filter (Hochpass, Tiefpass, Bandpass, Bandsperre, Allpass) han- (2 P)
delt es sich bei diesem System? Begründen Sie Ihre Antwort.

Bei dem angegebenen System handelt es sich um ein Tiefpassfilter. Durch die Null-
stelle z0,1 = −1 werden die hohen Frequenzen unterdrückt. Die Polstellen z∞,1/2 =
1
2 ± 3

4 j verstärken die tiefen Frequenzen.

(b) Ist das System stabil und minimalphasig? Begründen Sie Ihre Antwort. (2 P)

Das System ist stabil, da für die Polstellen |z∞,1/2| < 1 gilt. Außerdem ist es mini-
malphasig, da für die Nullstelle |z0,1| ≤ 1 gilt.

(c) Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion H(z) des Systems in Polynomdarstellung. (4 P)
Es gelte H(z = 1) = 64

13 .

Signale und Systeme I 9



Aufgabe 3 (34 Punkte)

H(z) = K
z + 1(

z −
(1

2 − 3
4 j

))(
z −

(1
2 + 3

4 j
))

= K
z + 1(

z − 1
2 + 3

4 j
)(

z − 1
2 − 3

4 j
)

= K
z + 1(

z − 1
2

)2
+ 9

16

= K
z + 1

z2 − z + 13
16

Mit H(z = 1) = 64
13 ergibt sich für den Verstärkungsfaktor K:

H(1) = K
1 + 1

12 − 1 + 13
16

= 64
13

= K
2
13
16

= 64
13

= K
32
13 = 64

13
→ K = 64

13 · 13
32 = 2

Somit lautet die Übertragungsfunktion:

H(z) = 2 z + 1
z2 − z + 13

16
.

(d) Bestimmen Sie aus der Übertragungsfunktion H(z) die Differenzengleichung des Sys- (6 P)
tems in der Form y(n) = . . . .

H(z) = Y (z)
V (z) = 2 z + 1

z2 − z + 13
16

⇔ Y (z)
(

z2 − z + 13
16

)
= V (z)

(
2z + 2

)
⇔ Y (z) z2 − Y (z) z + 13

16 Y (z) = 2 V (z) z + 2 V (z)

⇔ Y (z) z2 = 2 V (z) z + 2 V (z) + Y (z) z − 13
16 Y (z)

cs

y(m + 2) = 2 v(m + 1) + 2 v(m) + y(m + 1) − 13
16 y(m)

Da der aktuelle Ausgangswert ohne Verschiebung dargestellt werden soll, wird die
Substitution n = m + 2 durchgeführt:

y(n) = 2 v(n − 1) + 2 v(n − 2) + y(n − 1) − 13
16 y(n − 2).
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

(e) Zeichnen Sie die Filterstruktur bzw. das Blockschaltbild für die eben berechnete (6 P)
Differenzengleichung. Um einen Filter welcher Ordnung handelt es sich dabei?

v(n)

z−1

2z−1

2

+

+

z−1

1 z−1

− 13
16

+

y(n)

Abbildung 3: IIR-Filter 2. Ordnung.

Es handelt sich hierbei um ein Filter zweiter Ordnung, da zwei Speicherelemente
vorhanden sind.

(f) Welche Länge hat die zur obigen Struktur gehörende Impulsantwort? (1 P)

Die Impulsantwort besitzt aufgrund der Rückkopplung des Ausgangssignals y(n) eine
unendliche Länge.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 gelöst werden.

Gegeben sei die stückweise definierte Sprungantwort h−1(t) mit T ∈ N und T > 0:

h−1(t) =



0 , t < 0,
3 t2

2 T , 0 ≤ t < T,

8 t − 5 t2

2 T − 4 T , T ≤ t < 2 T,

−8 t + 3 t2

2 T + 12 T , 2 T ≤ t < 3 T,

4 t − t2

2 T − 6 T , 3 T ≤ t < 4 T,

2 T , t ≥ 4 T.

(g) Geben Sie die allgemeine Formel an, mit der die Impulsantwort h0(t) aus der Sprung- (5 P)
antwort h−1(t) berechnet werden kann und bestimmen Sie anschließend die Impuls-
antwort h0(t) für das angegebene System.

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Sprung- und Impulsantwort:

h0(t) = d h−1(t)
dt

.

Somit erhält man als Impulsantwort:

h0(t) =



0 , t < 0,

3 t
T , 0 ≤ t < T,

8 − 5 t
T , T ≤ t < 2 T,

−8 + 3 t
T , 2 T ≤ t < 3 T,

4 − t
T , 3 T ≤ t < 4 T,

0 , t ≥ 4 T.

(h) Zeichnen Sie die Impulsantwort h0(t) im Bereich t ∈ [−2 T, 6 T ] mit allen Achsenbe- (5 P)
schriftungen.

Hinweis: Es treten keine Sprungstellen auf.

(i) Untersuchen Sie das System auf Stabilität, Reellwertigkeit und Kausalität. (3 P)

Das System ist

• stabil, da die Impulsantwort finit ist,

• reellwertig, da die Impulsantwort reellwertig ist,

• kausal, da die Impulsantwort für t < 0 Null ist.
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−2 −1 0 1 2 3 4 5 6−2

−1

0

1

2

3

t/T

h
0(

t)

Abbildung 4: Impulsantwort h0(t) im Bereich t ∈ [−2, 6].

Dies ist eine leere Seite.


