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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Die komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, des zeitkontinuierlichen Signals
v(t) € R sind gegeben durch:

—i+i3 L p=-5
—J s b= —4,
3 , p=-1,
2e~Im+l) =0,
“7L , =1,
J s =4,
—1—J3 L p=5,
0 , sonst.

Es gilt wg = 2% und 7" > 0.

(a) Bestimmen Sie aus den komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten die zugehorigen tri-
gonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, a, und b, des Signals v(¢) fiir u € N.

Mit a, = 2Re{c,} und b, = —2Im {c,} folgt:

1 , b= ]-7 —2 y b= 47
co =2 = —2, a, = —% , =5, b, =<6 , =5,
0 , sonst, 0 , sonst.

(b) Geben Sie die Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe an und bestimmen Sie

(4 P)

3 P)

das Signal v(¢) anhand der zuvor bestimmten trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten.

Definition der trigonometrischen Fourier-Reihe:
o 27 © . 27
v(t) =co+ z_: ay, cos u?t + z_: b, sin u?t .
p=1 p=1
Daraus folgt fiir v(t):
2T 1 2T . 2 . 2
v(t) = —2 4 cos (Tt) — 5 cos (5?0 — 2sin (4?15) + 6sin (5Tt)’

1
= —2+ cos (wot) — 5 co8 (Bwot) — 2sin (4dwopt) + 6sin (bwot).

Signale und Systeme I 1



Aufgabe 1 (33 Punkte)

(c) Markieren Sie in IThrem zuvor bestimmten Ausdruck fiir das Signal v(¢) den Gleich-

anteil sowie die geraden und ungeraden Wechselanteile.

1
u(t) = \—2/ + cos (wot) — 5 €08 (Bwot) — 2 sin (4dwot) + 6sin (bwot)

Gleichanteil gorade ungerade

Das Signal v(t) wird nun mit der Abtastfrequenz w4 = 6wy abgetastet, woraus das
zeitdiskrete Signal va(n) resultiert.

(d) Begriinden Sie, ob das Abtasttheorem bei der Abtastung des Signals v(¢) mit der

Abtastfrequenz w4 eingehalten wird. Welche Folgen hétte die Verletzung des Ab-
tasttheorems?

Das Abtasttheorem besagt, dass ein Tiefpass-Signal, bandbegrenzt durch eine ma-
ximale Frequenz wp (bzw. ein Bandpass-Signal mit der Bandbreite wpg), dann exakt
rekonstruierbar ist, wenn es mit der Abtastfrequenz w4 abgetastet wurde:

wa > 2wp.
Somit gilt fiir die Abtastung von v(¢) mit wp = 5wy:
2wp = 10wy £ 6wy = wa.
Dementsprechend wird das Abtasttheorem hier verletzt.

Bei einer Verletzung des Abtasttheorems kénnen unerwiinschte Signalkomponenten
(Aliasing) im diskretisierten Signal auftreten. Dadurch kann es zur Maskierung von
erwiinschten Signalkomponenten kommen, was zu einem Informationsverlust fiihrt
und das urspriingliche Zeitsignal v(¢) nicht mehr vollstdndig aus dem diskretisierten
Signal v4(n) rekonstruiert werden kann.

Signale und Systeme I 2
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei das Spektrum X (jw) mit wop = 25, 7' > 0 und X (jw) = 0, V|w| > 3w,
welches in der folgenden Abbildung dargestellt ist:

T T T T T T T
a7
4 A -
—~—
5\ 31| 3 |
2
< 2m |
——
Q
Cd Tk 171' 177 |
0 " & "
—3wyg  —2wq —Wwo 0 wo 2w 3wop
w
Abbildung 1: Realteil des Spektrums X (jw).
2 T T 271— T T T T T
Tl |
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D 0 A A A
ol |
) i
—27 - —27 :
| | | | | | |
—3wyp —2wg —wp 0 wo 2w 3wy

Abbildung 2: Imaginérteil des Spektrums X (jw).

(e) Geben Sie einen Ausdruck fiir das Spektrum X (jw) mit allen vorkommenden Spek- (5 P)
tralanteilen an.

X(jw) = 7 [450(@ + {50(00 T wo) + Solw — wo)] + 300w — 3w0)}

—Jm [%(W + wo) — do(w — wo)} +j27 [%(w + 2wo) — do(w — QWO)]-

(f) Bestimmen Sie die inverse Fourier-Transformierte x(t) des Spektrums X (jw). (5P)

Hinweis: Die explizite Berechnung der inversen Fourier-Transformation ist nicht
notwendig!

Niitzliche Korrespondenzen zur Bestimmung des Zeitsignals:
cos (wot) o—e 7 [0 (w + wo) + o (w — wo)],
sin (o.)[)t) o—e jm [(50 (w + w()) — o (w — wo)] ,

eIt oo 274 (w—wp) .

Signale und Systeme I 3



Aufgabe 1 (33 Punkte)

(9)

(h)

()

Daraus folgt: 5
x(t) = 2 + cos (wot) + §ej3‘”0t — sin (wot) + 2 sin (2wot).

Markieren Sie vorhandene reelle gerade/ungerade Wechselanteile und imaginére ge-
rade/ungerade Wechselanteile des Zeitsignals x(t).

Hinweis: Formen Sie mdgliche komplere Wechselanteile in ihre reellen und
imagindren Anteile um!

Mit der Euler-Formel e/* = cos(x) + j sin(z) folgt:

3 3
§6J3wot =3 cos (3wot) + j sin (3wot) | .

Somit folgt:

3
x(t) = 2 + cos (wot) + 5 €08 (Bwot) —sin (wot) + 2sin (2wot)

reell, gerade reell,ungerade

3
+7 5 sin (3wot)

| —
imaginér, ungerade

Ist das Spektrum X (jw) hermite-symmetrisch? Argumentieren Sie anhand der vor-
kommenden Spektral- und/oder Signalanteile.

Ein hermite-symmetrisches Spektrum muss einen geraden Realteil und einen
ungeraden Imaginérteil aufweisen.

Das Spektrum X (jw) weist zwar einen ungeraden Imaginérteil auf:
X(jw)im’un = —7 50(&) + wo) — (50(&) — CU[)):| + 27 [(50(00 + 2&)0) — (50(w — 2(4)0) ,

aber der Realteil Re{X (jw)} weist durch den Term 3mdo(w — 3wp) keine gerade Sym-
metrie auf.

Alternativ: Im Zeitbereich entspricht der Term

3 . 3

5633“’0t = 5 |cos (Bwot) + 7 sin (Bwot) |,

einem reellen geraden Kosinus- und einem imagindren ungeraden Sinusanteil. Die-
se Signalanteile entsprechen im Spektrum einem reellen geraden und einem reellen
ungeraden Spektralanteil, sodass der Realteil Re{X (jw)} keine einheitliche gerade
Symmetrie aufweist.

Somit ist das Spektrum X (jw) nicht hermite-symmetrisch.

Ist das Spektrum X (jw) bandbegrenzt? Begriinden Sie Thre Aussage.

Signale und Systeme I 4
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Das Spektrum X (jw) weist seine maximale Frequenzkomponente bei wp = 3wy auf
und hat auflerhalb dieser maximalen Frequenz keine Spektralanteile, geméafl

X(jw) =0, V|w| > 3wp.

Somit ist das Spektrum X (jw) bandbegrenzt.

Signale und Systeme I 5



Aufgabe 2 (31 Punkte)

Aufgabe 2 (31 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben ist die diskrete Fourier-Transformierte V, ps(11) = DFET{va(n)} und die diskrete
Folge vyp(n) = IDFT{ V4, amr(1t)}, beide der Lange M = 4:

(a)

(b)

(c)

(d)

10, uw=20
543712, p=1
2, w=2
5—712, p=3

= O

Va7M(/L) = Ub(n) =

Tt W N =

S
|

Sie mochten das Ergebnis der zyklischen Faltung von ve(n) = va(n) ® vp(n) aus den
oben gegebenen Signalen bestimmen. Beschreiben Sie zwei mogliche Vorgehenswei-
sen!

erste Moglichkeit:

i) Diskrete Fourier-Transformierte V4, pr(p) = DET{vp(n)} durch DFT bestimmen
ii) Ergebnis der zyklischen Faltung Ve ar(p) = Vaar (i) - Vo ar (@) im Frequenzbereich
bestimmen

iii) diskrete Folge v¢(n) = IDFT{V, ar(p)} durch inverse DFT bestimmen

zweite Moglichkeit:
i) diskrete Folge v,(n) = IDFT{V, as (1)} durch inverse DFT bestimmen
ii) diskrete Folge v.(n) = va(n) ® vy,(n) durch zyklische Faltung bestimmen

Gegeben seien zwei Folgen der Linge M. Welche Faltungs-Arten kennen Sie fiir die
Faltung dieser Folgen? Nennen Sie den Hauptunterschied zwischen den Faltungs-
Arten!

Es gibt zwei Faltungs-Arten, die zyklische und die lineare Faltung. Bei der zyklischen
Faltung wird eine der beiden Folgen zyklisch wiederholt. Das fiihrt dazu, dass das
Ergebnis der Faltung die gleiche Lange wie die Ursprungsfolgen hat. Bei der linearen
Faltung werden die Folgen nicht wiederholt. Die so entstandene Folge hat die Lange
My + My — 1|pn=m, = 2M — 1. Durch Auffiillen der Folgen mit Nullen kann die
zyklische Faltung in die lineare tiberfithrt werden.

Nehmen Sie an, dass die Folge va(n) = vp(n) ® h(n) das Ergebnis einer zyklischen
Faltung mit einer Folge h(n) ist. Wie wiirden Sie die Diskrete Fourier-Transformierte
Hp () = DFT{h(n)} bestimmen? Beschreiben Sie Thre Vorgehensweise!

Um die diskrete Fourier-Transformierte Hys () = DET{h(n)} bestimmen zu kénnen,
wird die Folge vp(n) in den Frequenzbereich tiberfithrt. Im Frequenzbereich ent-

spricht zyklische Faltung einer Multiplikation V, ar(p) = Vo mr(p) - Har(p). Stellt
Va, v (1)
Vi, m (1)
Transformierte durch komplexe Division bestimmen.

man die Gleichung nach Hy(p) = um, so lésst sich die Diskrete Fourier-

Bestimmen Sie die diskrete Fourier-Transformierte Hps(pn) = DFT{h(n)} fiir p €
{0,1,2,3}. Vereinfachen Sie soweit es geht!

Signale und Systeme I 6
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Aufgabe 2 (31 Punkte)

Voar (1) = X3 _g vp(n)e 745"
Vo (0) = (14+2+3+5) =11,
Vim(1) = (1 +9.¢7 0T 1 3.2 5. e_j%r.g)
=(1—J2-3+75)=—-2+3,
Vonr(2) = (142 e925 3. 772524 5. 077253)
=(1-2+3-5)=-3,
Vour(3) = (142 e 935 3. 073524 5. 070353)
= (1+j2-3~j5)=-2-3.

Hy(p) = Va,m (1)

T o)
Hp(0) = 1?,
=432 o
Hy(2) = _ga
Hy(3) = 32_;71;) =2+ 53

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.
Alle Teilaufgaben in diesem Aufgabenteil kénnen unabhdingig von einander geldst werden.

Gegeben seien die diskreten Fourier-Transformierten der Folgen vi(n) und va(n):

0 ;=0 3 s =0

3444 ,p=1 1,5edcos(3)sin(e) )y —q
Vialw) =9, ’ Z_ . Vaalw) =4 Z_ .

—3—j4 ,pu=3 1, 5e+j~cos(%)-sin(e) =3

(e) Skizzieren Sie den Betrag der diskreten Folgen Vi () und V5 4(p) mit allen Achsen- (4 P)
beschriftungen fir p € {—4,-3,...,2,3}. Runden Sie auf zwei Nachkommastellen.

0 s =0 3 ,p=0
3+42=5 ,u=1 L,b ,u=1
Vi ()| = EE L W= T
Vil = ¥ ST PO S
VEFLE =5 =3 15 =3

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 2 (31 Punkte)

6 [1Via(p)l 6 1 1V2,a(p)]
o} o 5+ o] o} 5+
41 4
3| 39
2 | 2 |
AR
& H 0
4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 -4-3 -2 -1 | 1 2 3
—9 | _9
_3,, _3,,

(f) Aus der Vorlesung Signale und Systeme I ist Thnen bekannt, dass die diskrete Fourier-

Transformation V(i) einer Folge

v(n) M-periodisch ist. Beweisen Sie diese Eigen-

schaft durch eine Rechnung, ohne die Zahlen fiir M und v(n) einzusetzen.

Vi (p+ AM) = Vi (p).

Vi (p+ AM) =

M—-1
fu(n) . e_j(/L+AA{)%n
n=0
M-1 o ] or
v(n) Ce IR, G—JAMﬁn
n=0
M—1 o )
v(n) . eijuﬁn . 67])‘271'”
n=0
M—-1 o
v(n) - e = Vi ().
n=0

Signale und Systeme I
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Aufgabe 3 (36 Punkte)

Aufgabe 3 (36 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche System S;{vi(¢)} mit der folgenden Systemantwort
Y1 (t):

t
y1(t) :/ a vy (T) e T dr,

—0oQ
wobei o € R gelte.

(a) Bestimmen Sie die Antwort des Systems yo 1(t) auf die Anregung mit v1(t) = do(t). (5 P)

t
Yo,1(t) = / ado(T) ™ T dr

.. mit der Ausblendeigenschaft des Impulses folgt ...

— 7rat / 50

= et {5_1 (7')}

— 00

=ae™! {5_1(t)—T11>m005 (T )}

~—_————
=0

=ae™ 5 (1)

(b) Bestimmen Sie die Antwort des Systems y_1 1(t) auf die Anregung mit v (t) = 0—1(¢). (5 P)

t
y-1,1(t) = / ad_1(T) e T dr

t
= ae”at/ d_1(r)e" dr

“” e"dr, t>0,

sonst,

- {a e”” t>0,
- 0, sonst,
{a e (e ), t>0,

0, sonst.

Signale und Systeme I 9



Aufgabe 3 (36 Punkte)

Alternative Losung:
t
y-1.1(t) = / ad_i(r)e™ T dr
—00

t
:ae”at/ d_1(r)e"dr
t
:ae“at6_1(t)/ e’ dr
0
7rozt5 T t
=ae ,1(t)[e }0

=ae™ 5 1(t) (e 1)

(¢) Was muss fir « gelten, damit das System stabil ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

Stabilitédt liegt vor, wenn das System auf ein beschrinktes Eingangssignal mit ei-
nem beschriankten Ausgangssignal reagiert (BIBO-Stabilitét). Dies ist fiir « < 0 der
Fall, da dann lim;_, |y1(¢)| = 0 gilt.

(d) Ist das System reellwertig und kausal? Begriinden Sie Thre Antwort.

e Das System ist reellwertig, da @ € R gegeben ist und das System somit auf
reelle Eingangssignale mit reellen Ausgangssignalen reagiert.

o Das System ist kausal, weil das Ausgangssignal zum Zeitpunkt ¢y nur von Wer-
ten t < to abhéngt.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 3 geldst werden.

Gegeben seien zwei diskrete Systeme. Das eine System besitzt die Ubertragungsfunktion
1 (= 140) (e (-1-9)
P(e- i) (s - (-3 -43)

und das andere System die Impulsantwort

HQ(Z) =

N[

ho3(n) = —%’Yo(n) + g (j) Y-1(n).

(e) Was lésst sich anhand der Symmetrie der Pol- und Nullstellen {iber den Verlauf des
Betragsfrequenzgangs |Ho(e’?)| sagen?

Es handelt sich um ein Allpass-System, da die hohen und tiefen Frequenzen glei-

chermaflen verstiarkt werden. Es gilt zp = Zl . Daher hat der Betragsfrequenzgang

einen konstanten Verlauf. =

Signale und Systeme I 10
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Aufgabe 3 (36 Punkte)

(f) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion Hs(z) = Z{ho3(n)} in Polynomdarstel- (5 P)
lung. Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.
Mit den Korrespondenzen vo(n)o—e1 und a" v_1(n)o—e = ergibt sich:
1 4 /3\"
ho3(n) = ~3 Yo(n) + 3 (4> v-1(n)
1 4 =z
Hy(z) = —= + -
3(2) 3 * 3z — %
—z+ % 4z
= +
3(z=3)  3(z—2)
3z + % _zF i
3(z—3) -2
(9) Die beiden Systeme mit den Ubertragungsfunktionen Hy(z) und H3(z) werden ent- (3 P)
sprechend Abbildung 3 hintereinandergeschaltet. Geben Sie die Ubertragungsfunktion
des Gesamtsystems Hges(2) in Produktdarstellung an. Welchen Einfluss hat H(z)
auf |Hges(e7?)[?
V(z) | i Y (%)
i Ha(z) Hy(z) ——
Abbildung 3: Reihenschaltung der Systeme H(z) und Hs(z).
Hges(2) = Ha(2) - Hz(2)
B (s = (-140) (2= (-1=9) (2 + 1)
2 1, .1 1.1 3
R A E T [ )
| Hges(¢7)| hat denselben Verlauf wie |Hs(e/®?)|, da Ha(2) ein Allpass-System ist und
daher den Verlauf von | Hges(¢/?)| nicht beeinflusst.
(h) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion Hyes(2) in Polynomdarstellung. Vereinfa- (5 P)
chen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.
o) 1 (Z—(—1+]))(Z—(—1—j)>(Z—F%)
ges\%) = 5
2e= (5 +i0) (- (5-09) (5 - 1)
22—1—273—1—2)(73—1—%)
(2(z2+z+%))(z—%)
11
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Aufgabe 3 (36 Punkte)

B4 12 +222 412422+ 3
2282224222324 2-3
B z3+%22+%z+%
_223+%227%zf%

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 2 geldst werden.

Gegeben sei ein diskretes System mit der Impulsantwort hg 4(n) aus Abbildung 4.

(i) Ordnen Sie die richtige Impulsantwort der abgebildeten Impulsantwort zu. Begriinden

(i)

h074 ( n)
9 +
8§ F- """ ------ ®
7 +
6 —+
5 o _______
4 —+
3 —+
2
1 —+
— e

LA A S

Abbildung 4: Impulsantwort hg 4(n) im Bereich n € [—1, 3].

Sie Thre Antwort.
(A) hog.a(n) = =0(n) = 7-1(n) +3(3) 7-1(n)

(B) hoan(n) = —27-1(n) +3(3) v-1(n)

(©) hoacn) = =v0(m) = 27-1(n) + 3 (§) -1 (n)

Impulsantwort (C) ist die zugehérige Impulsantwort. Die Impulsfunktion o (n) ist
nur an der Stelle n = 0 gleich 1 und ansonsten 0. Die Sprungfolge ist 1 fiir n > 0
und 0 fir n < 0. Durch Einsetzen kann man erkennen, dass (C) zur dargestellten
Impulsantwort gehort.

Nennen Sie zwei Systemeigenschaften, mit denen eindeutig iiberpriift werden kann,
welches Pol-Nullstellen-Diagramm aus Abbildung 5 zum gegebenen System gehort.
Geben Sie fiir jedes Pol-Nullstellen-Diagramm mit Hilfe dieser Eigenschaften an, ob
dieses zum gegebenen System gehort.

Anhand der Reellwertigkeit und der Stabilitdt ldsst sich eindeutig tiberpriifen, wel-
ches Pol-Nullstellen-Diagramm zum gegebenen System gehort. Aus der Impulsant-
wort, ist ersichtlich, dass das System reellwertig ist. Aulerdem ist es nicht stabil, da
die Impulsantwort nicht absolut summierbar ist.

Signale und Systeme I 12
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Aufgabe 3 (36 Punkte)

1Im{z} 1Im{z} 1Im{z}

AR
NN

-~ X : . . -~ X
_1 J 1 Re{z} 1 Re{z} ~1 \J 1 Re{z}
—1 —1
(A) PN-Diagramm (B) PN-Diagramm (C) PN-Diagramm

Abbildung 5: Pol-/Nullstellen-Diagramme diskreter Systeme.

(A) ist das gesuchte Pol-Nullstellen-Diagramm. Alle Pol- und Nullstellen sind re-
ellwertig, wodurch das System reellwertig ist. Auflerdem liegt eine Polstelle
auBerhalb des Einheitskreises, weshalb das System nicht stabil ist.

(B) kann nicht das gesuchte Pol-Nullstellen-Diagramm sein. Es sind zwar alle Pol-
und Nullstellen — und somit auch das System — reellwertig, allerdings liegen alle
Polstellen im bzw. auf dem Einheitskreis, wodurch das System grenzstabil ist.

(C) kann nicht das gesuchte Pol-Nullstellen-Diagramm sein. Das System ist zwar
nicht stabil, da eine Polstelle aulerhalb des Einheitskreises liegt, allerdings ist
eine Polstelle komplexwertig und liegt nicht als konjugiert-komplexes Paar vor,
weshalb das System komplexwertig ist.

Die Kausalitdt kann hier nicht als Kriterium verwendet werden, da sowohl das
zur Impulsantwort gehorige System als auch alle zu den jeweiligen Pol-Nullstellen-
Diagrammen gehorenden Systeme kausal sind.

(k) Ist das System aus Abbildung 5 (B) minimalphasig? Begriinden Sie Thre Antwort. (1P)

Das System ist minimalphasig, da die Nullstelle innerhalb des Einheitskreises liegt.
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Dies ist eine leere Seite.



