tf ’ ’ ’ TECHNISCHE FAKULTAT DER - DIGITALE ) qls
CHRISTIAN-ALBRECHTS-UNIVERSITAT SIGNALVERARBEITUNG UND -
ZU KIEL SYSTEMTHEORIE
Signale und Systeme |
Formelsammlung v2.6

Inhaltsverzeichnis

1 Mathematische Formeln 2
1.1 Trigonometrische Funktionen . . . . ... ... ... .. ... ........ 2
1.2 Integrations- und Differentiatiosregeln . . . . . .. .. .. ... ... .. 2
1.3 Unbestimmte Integrale . . . . . . . .. .. .. . o 2
1.4 Rechnen mit komplexen Exponentialfunktionen . . . . . . . ... ... ... 3
1.5 Summen und Reihen . . . . . . .. .. oo oo 3
1.6 Verschiedenes . . . . . . . . . . . e 3

2 Fourier-Reihe 4
2.1 Fourier Sinus-/Cosinus-Reihe (Trigonometrische Fourier-Reihe) . . . . . . . 4

3 Fourier-Transformation 5
3.1 Eigenschaften . . . . . . . .. .. 5
3.2 Gebrauchliche Korrespondenzen . . . . . . . ... ... ... .. ....... 6

4 Diskrete Fourier-Transformation (DFT) 7
4.1 Eigenschaften . . . . . . . ... 7

5 Zeitdiskrete Fourier-Transformation (DTFT) 8
5.1 FEigenschaften . . . . . . . .. ..o 8
5.2 Gebrauchliche Korrespondenzen . . . . . . . . .. ... ... ... ...... 9

6 Laplace-Transformation 10
6.1 FEigenschaften . . . . . . . .. .. o 10
6.2 Gebrauchliche Korrespondenzen . . . . . . . ... ... ... .. ....... 11

7 Z-Transformation 12
7.1 Eigenschaften . . . . . . . . . .. 12
7.2 Gebrauchliche Korrespondenzen . . . . . . . . .. .. ... ... ....... 12

Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie, Prof. Dr.-Ing. Gerhard Schmidt, www.dss.tf.uni-kiel.de
Formelsammlung Signale und Systeme | — v2.6



1 Mathematische Formeln

1.1 Trigonometrische Funktionen

. 0 %ﬂ'iﬂ'%ﬂ'%ﬂ' %77 %7‘(‘ %7? us %7‘&' %77 %71' %7[' %71' %71' %77 2m
0° [30°145°160°|90° [120°]135°|150°180°|210°|225°|240°270°|300°|315°|330° [360°
o] 0 [ 28 B3 0 AR e b o
coso| 1 P21 [0 [~L 2B e 0 [ [ % [
tan(z)| 0 [42|1 [v3lool—v3| —1 |- 0 | L | 1 | V3 |oo|-v3| —1|-¥%| 0
cot(@)|l£ooly/3| 1 L] 0 [-L3] —1 [-vBlxoo| V3| 1 | L | 0 [-¥3| -1 |-v3Bl+oo
1 .
sin(z) - sin(y) = 2 [cos(z — y) — cos(z + y)] tan(z) = ELI;Z))
: 1. .
sin(z) - cos(y) = 3 [sin(z — y) + sin(z + y)] 1 = cos?(x) + sin*(x)
1
2

cos(z) - cos(y) = = [cos(z — y) + cos(xz + y cos?(z) = % [1 4 cos(2x)]
-y

)]
) cos ( ) :
) Cos < y> cos(x) = sin (2 + ;L«>
y> sin < . y> sin(x) = cos (;T — :U)

rry

sin(z) + sin(y) = 2sin ( sin?(z) = % [1 — cos(2x)]

+
2
cos(z) + cos(y) = 2 cos (:z: ; Y
T+

cos(z) — cos(y) = —2sin <

1.2 Integrations- und Differentiatiosregeln

Produktregel (u-v) =v-v+u-v
Quotientenregel (%)/ = %

"_dy _dy  do /
Kettenregel (y(:l?(t))) =4 =20 = (x(t)) - 2'(t)

Partielle Integration [vwvdx =uv— [uv dx

1.3 Unbestimmte Integrale

Hinweis: Die Integrationskonstante C' fiir die Stammfunktionen auf der rechten Seite des
Gleichheitszeichens wurde weggelassen.

/:Eeaxdx: ﬁ(ozas—l)
o2

/$26a$dl‘:€am ﬁ—%%—l
a o ol

cos(wx x sin(wx
(wo) | )

/:rcos(w;p) dx =

w w
/xsin(wx) dor = Sin(U;JC) T cos wx)
w w
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$2 COS UJ:L‘

/
[

e cos(br) d

/ e sin(bx) dx

2x x2 2 .
2 cos(wz) + P sin(wz)
2r . x? 2
] sin(wx) + <w - w3> cos(wx)
prs [a cos(bz) + bsin(bx)}

e(lfl’ .
P [a sin(bx) — bcos(bx)}

1.4 Rechnen mit komplexen Exponentialfunktionen

Eulersche Formel

,Halbes Argument ausklammern“

1.5 Summen und Reihen

e* = cos(x) + jsin(x)
~ e
sin(z) = & (9% — e797)

1 — e Jo — g—iu/2 (ejx/Q _ e—jx/?)

cos(x)

.

= 2j e 7%/2 sin(z/2)

o0
Geometrische Reihe Zo q" = 1%(1, fir |q| < 1
n=
N 1— N+1
Endliche geometrische Reihe >~ ¢" = ]_q—q , firg#1
n=0
N
Gauflsche Summenformel Yn= %(N +1)
n=1
1.6 Verschiedenes
Binomialkoeffizient (Z) = ﬁlk),, firn>k>0
Quadratische Gleichung ’4+pr+qg=0 & wpo=-L+ (g)2 —q
Umrechnen von Logarithmen log,(z) = %
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2 Fourier-Reihe

Das Signal v(t) = v(t + A\T') sei periodisch mit Periodendauer 7' € R und X € Z.

y y
[ ]
e ¢ ¢ ¢ f ‘ 9995
0 . om to+T om
v(t) = Z Cuem%t cu:l ’ v(t)e_w%tdt
U=—00 T to

2.1 Fourier Sinus-/Cosinus-Reihe (Trigonometrische Fourier-Reihe)

> 27 > 27
v(t) =co+ Z a, cos (,uTt) + Mzzjl b, sin (MTt>

pn=1
Berechung der Koeffizienten

ago 1 to+T

Co — —

= — t)dt
2 T Ji, v(®)

2 [totT 2
a, =2Re{c,} = 7, v(t) cos <,u;t) dt
0
2 to+T

2
by, =—2Im{c,} = 7/ v(t) sin <u;t> dt
0

Beziehung zur komplexen Fourier-Reihe

1

Cﬂzi(aﬂ_jb#)’ cp=cpfirpe{l, ..., oo}
ao

0=
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3 Fourier-Transformation

y y
o—e

X X

v(t) = FH{V (jw)} V(jw) = F{u(t)}

3.1 Eigenschaften

Linearitét ajvi(t) + agua(t) o—e a1Vi(jw) + agVa(jw)
Zeitverschiebung v(t —tg) o—e V(jw)e Iwho
Modulation v(t)edolt  o—e  V(j(w — wp))
Zeitskalierung v(at) o—e ﬁV (%")
Zeitumkehr v(—t) o—e V(—jw)

Symmetrie X(jt) o—e 2mv(—w)

Ableitung im Zeitbereich %v(t) o—e (jw)"V(jw)
Ableitung im Frequenzbereich (—jt)"v(t) o—e ;fu—nnV( Jjw)
Integration j v(r)dr o—e j%V(jw) + 7V (0)do(w)
Multiplikation v1(t) - vo(t) o—e %Vl (Jw) * Va(jw)
Faltung vr(t) xv2(t)  o—e  Vi(jw) - Va(jw)

Es gilt fiir die Faltungsoperation

[e.9]

v1(t) * va(t) = / v (T)va(t — 7) dT

T=—00
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3.2 Gebrauchliche Korrespondenzen

sign(t)

1

j% + 7o (w)
1

T a>0
afjw a>0
W a>0
% a>0
W‘:’W a>0
RILICRE L

7 [do(w + wo) + do(w — wo)]

Jm [6o(w + wo) — do(w — wo)]

2 [00(w + wo) + do(w — wo)] + ngfwg
1% (80 (w + wo) — do(w — wo)] + ﬁ

_2
o2

271’50(60 - (.do)
2.2

oV 2me 5

2 gin(wT) = 2Tsi(wT)
2 (T

Tsi2 (7‘”)

2

Jw

Definition einiger verwendeter Funktionen:

v0 pr

v0d

VO 1

t1 t2

\/

\/

t1 t2 t

- vl

~Y
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4 Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

MO M1 X

v(n) = IDFTy {Var(p)}

1 M-l . 2T
=37 2 Va(u) i
n=0

4.1 Eigenschaften

Linearitat ajvi(n) + agvz(n)
Zeitverschiebung v(n —ngp)
Modulation v(n)em%"
Differenz im Zeitbereich v(n) —ov(n —1)

Multiplikation v (n) - va(n)

Zyklische Faltung vi(n) ® ve(n)

Es gilt

T

v1(n) ® va(n)

=
o

I
g/

T

Vim () @ Vopr(p) =

N
Il
o

y

111l P P S N

v1(K)v2(n —

Mo ‘ w1 x

Vi (p) = DFT s {v(n)}

M—-1 o
= Z v(n)e K"
n=0

arVin () + azVanr (1)
Var(pr)e 9 3mo

V(p — o)

Vi (1) (1 — e=7#37)

a7 Vine (i) ® Vanr (1)
Vim () - Vanr (1)

/{)mod M

Vi (v)Vam (1t — V)mod M
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5 Zeitdiskrete Fourier-Transformation (DTFT)

il VAYUV/\SSUVA

T
‘ X x1 x2 x3 x4

o(n) = FH{v(e?)} V() = F{v(n)}
— % /_7; V(ejQ) I g0 = n;mv(n) AL

5.1 Eigenschaften

Periodizitét V() = V(@) pez
Linearitét arvi(n) + agua(n) o—e  a1Vy(e??) + agVa(e!?)
Zeitverschiebung v(n —ng) o—e V(ef)e im0
Modulation v(n)edon  o—e V(i)
Zeitskalierung Vim)(n) o—e V(e7m) mezLt
Zeitumkehr v(—n) o—e V(e 7Y
Konjugation v*(n) o—e V*(e 1Y)
Ableitung im Frequenzbereich nv(n) o—e j%\/(em)
Multiplikation vi(n) - va(n) o—e SLVi(edD) @ Va(ed?)
Faltung vi(n) * va(n) o—e  Vi(e??) - Vo(el?)
Es gilt
v(in/m) ,n/meZ
Vimy(n) = {
0 , sonst
vi(n) * ve(n) = Z v1(k)va(n — K)
Vi(e'?) @ Va(e?) = | Vi(e')Va(e/ @) df
2m
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5.2 Gebrauchliche Korrespondenzen

Yo(n)
1
Y-1(n)

(7n
cos(Qon)
sin(Qon)
ay_1(n)

(n 4+ 1)a"y-1(n)

1, n] <Ny
0 ,\n|>N1

Azij Yo(n — AM)

1
2 § 9o(2 —27A)
A=—00
?1_]94’]'71')\2 50(9*27‘(’)\)
2 S (2 — Qp — 27N

A=—00

Y [Bo(Q+ Qo — 27A) + 60(Q — Qo — 27N\)]
A=—00
it 3 [fo(Q+ Qo — 2m\) — 8o(Q — Qg — 270)]
A=—00
1
1—ae—J9
1
sin (Q(NlJr%))

2 > Go(Q— p3F)

p=—00

la| <1

la| <1
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6 Laplace-Transformation

v(t) = L7H{V(s)} V(s) = £ {v(t)}
1 T st b
= onj _[. Vi(s)e™ ds = / v(t)e * dt

6.1 Eigenschaften

Linearitét a1v1(t) + agua(t) o—e a1Vi(s) + axVa(s)
Zeitverschiebung v(t —tg) o—e e SV (s)
Modulation v(t)est o—e V (s— sp)
Ableitung im Zeitbereich do(t) o—e sV (s)
Ableitung im Bildbereich (—t)v(t) o—e %V(s)
t

Integration [ v(r)dr o—e LlvV(s)
Multiplikation vi(t) - va(t) o—e %Vl(s) * Va(s)
Faltung vi(t) xva(t) o—e Vi(s)- Va(s)

Es gilt

Vi) s Vae) = [ Va@)Vals — 2)da
puary

v1(t) *va(t) = / vi(T)va(t — 7)dr

—00
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6.2 Gebrauchliche Korrespondenzen

do(t) o—e 1 Vs

5_1(t) o—e 1 Re{s} >0

tho_y(t) o—e 5 Re{s} >0, k € Ny

—6_1(—t) o—e 1 Re{s} <0
efls_1(t) o—e 5_1806 Re{s} > Re{sco}
tes>=t§_i(t) o—e m Re{s} > Re{sco}
thes=ts_i(t) o—e # Re{s} > Re{sso}, k € Ny
e¥l1 + soot]0_1(t) o—e @ Re{s} > Re{sx}
cos(wot — @)d_1(t) o—e %ﬁ%ﬁw Re{s} >0
cos(wot)d_1(t) o—e ﬁ Re{s} >0
sin(wot)d_1(t) o—e SQiowg Re{s} >0

Gebrochen-rationale Funktionen

ko ko B ko Ky
V,K ot
Bot 2 2 Gy 0 B0 2 0 B0
v=1 k=1 ) v=1 k=1
ko kv k—1
Bodo(t B, Scopt U
00()+Z_:Z_: e (k —1)!
v=1xk=1

Fiir Re{s} > max {Re{soo,l,}}.

-1 (t)
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7 Z-Transformation

v(n) = 271 {V(2)} V(z) = Z {v(n)}
Geschl. Weg 00
= o 7’ V(z2)2" tdz = n:z;oov(n)z "

7.1 Eigenschaften

Linearitat a1vi(n) + agva(n) o—e  a1Vi(z) + axVa(z)
Zeitverschiebung v(in—ng) o—e TV (z)
Modulation v(n)zf o—e V (%)
Differenz im Zeitbereich v(n) —v(n—1) o—e V(2)[1 -2z
Ableitung im Bildbereich (—n)v(n) o—e zd%V(z)
Summation i v(k) o—e 1‘1(;,)1
Multiplikation it va(t) o—e g $Vi()Va (2)
"
Faltung vi(n) xva(n) o—e Vi(z)- Va(z)
Es gilt
v1(n) x vo(n) = Z v1(K)v2(n — K)
7.2 Gebrauchliche Korrespondenzen
Yo(n) o—e 1 Vz
")/_1(71) zil ‘Z‘ >1
aen 1) e <
oy a(n) o—e 2] > |al
—a"-ya(-n—1) o—e Z 2| < lal
na™-y_1(n) o—e ﬁ |2 > |a]
n?a" -y i(n) o—e L) || > al
(n—i—;\—l)an—s—)\—n—l . 7_1(n +A—K— 1) o—e (Z_Z;KH |Z’ > |a"
cos(Son = ¢) -y-a(n) o—e PSR 2] > 1
cos(Qon) - y-1(n) o—e % |z| > 1
sin(Qon) - y-1(n) o—e gl 2 >1

dn
n
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Gebrochen-rationale Funktionen

1/

ko
BO+ZZBVH

ko
o—e Boyo(t) + )

1/

Z Bu Hzn Kk+1

v=1 k=1 Z_ZOOV) v=1kr=1

Fiir |z] > max {|2o0,v|}-

(K ﬁ 1)7_1(71— k+1)
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