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Hinweise

• Legen Sie Ihren Studierendenausweis oder Personalausweis zur Überprüfung bereit.

• Schreiben Sie auf jedes abzugebende Blatt deutlich Ihren Namen und Ihre Ma-

trikelnummer. Dabei verwenden Sie bitte für jede Aufgabe der Klausur einen
neuen Papierbogen. Zusätzliches Papier erhalten Sie auf Anfrage.

• Verwenden Sie zum Schreiben weder Bleistift noch Rotstift.

• Alle Hilfsmittel – außer solche, die die Kommunikation mit anderen Personen er-
möglichen – sind erlaubt. Nicht zugelassene Hilfsmittel sind außer Reichweite aufzu-
bewahren und auszuschalten.

• Die direkte Kommunikation mit Personen, die nicht der Klausuraufsicht zuzuordnen
sind, ist grundsätzlich ebenfalls untersagt.

• Lösungswege müssen zur Vergabe der vollen Punktzahl immer nachvollziehbar und
mit Begründung versehen sein. Sind Funktionen zu skizzieren, müssen grundsätz-
lich alle Achsen beschriftet werden. Beachten Sie, dass die Punkteverteilung in den
Teilaufgaben nur vorläufig ist!

• Sollten Sie sich während der Klausur durch äußere Umstände bei der Bearbeitung der
Klausur beeinträchtigt fühlen, ist dies unverzüglich gegenüber der Klausuraufsicht
zu rügen.

• 5 Minuten und 1 Minute vor Klausurende werden Ankündigungen gemacht. Wird das
Ende der Bearbeitungszeit angesagt, darf nicht mehr geschrieben werden.

• Legen Sie am Ende der Klausur alle Lösungsbögen ineinander (so, wie sie ausgeteilt
wurden) und geben Sie auch die Aufgabenblätter und das Deckblatt mit Ihrer

Unterschrift mit ab.

• Bevor alle Klausuren eingesammelt sind, darf weder der Sitzplatz verlassen noch
geredet werden. Jede Form der Kommunikation wird zu diesem Zeitpunkt noch als
Täuschungsversuch gewertet.

• Während der Einlesezeit ist die Bearbeitung der Aufgaben untersagt, dement-
sprechend sind alle Schreibutensilien oder Hilfsmittel beiseitezulegen. Jede Zuwider-
handlung wird als Täuschungsversuch geahndet.
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Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 und 3 gelöst werden.

Gegeben sind die reellen, statistisch unabhängigen Zufallsvariablen x und y und ihre Wahr-
scheinlichkeitsdichten.

-2 -1 0 1 2

α

x

f x
(x

)

-1 0 1 2

β

y

f y
(y

)

(a) Bestimmen Sie die Konstanten α und β. (2 P)

α =
1

3
, β =

1

2

(b) Skizzieren Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte der Abbildung z = x + y. Beschriften (4 P)
Sie!

-2 -1 0 1 2 3 4

1
3

z

f z
(z

)

Gegeben sei die reelle Zufallsgröße α, die über das Intervall [−3π
2 , π

2 ) gleichverteilt ist.
Zusätzlich sei eine komplexe deterministische Abbildung gegeben:

β(α) = 3e−jα +
1

2
.

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte fα(α). (2 P)

fα(α) =

{

1
2π

, für − 3π
2 ≤ α < π

2

0, sonst.

(d) Berechnen Sie den Erwartungswert der Abbildung β(α) getrennt für Real- und Ima- (5 P)
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Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

ginärteil.

Re {β(α)} = 3cos(α) +
1

2
Im {β(α)} = −3sin(α)

E
{

Re {β(α)}
}

=
1

2π

π
2
∫

− 3π
2

3cos(α) +
1

2
dα

=
3

2π

[

sin(α) +
1

6
α

]
π
2

− 3π
2

=
3

2π
(1 +

π

12
− 1 +

3π

12
)

=
1

2

E
{

Im {β(α)}
}

= − 3

2π

π
2
∫

− 3π
2

sin(α) dα

=
3

2π
[cos(α)]

π
2

− 3π
2

= 0

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 und 3 gelöst werden.

Gegeben sei das weiße, mittelwertfreie Rauschsignal v(t). Das Signal wird als Eingangs-
signal für eine lineare, zeitinvariante Übertragungsstrecke genutzt, die durch H(jω) be-
schrieben werden kann. Weiterhin sei die Autokorrelationsfunktion syy(τ) bekannt.

v(t) h(t) y(t)

(e) Beschreiben Sie die Autokorrelation und das Leistungsdichtespektrum des Zufallspro- (2 P)
zesses v(t) in Worten.
Charakteristisch für weißes Rauschen ist ein konstantes Leistungsdichtespektrum.
Die Autokorrelation entspricht dem Dirac-Impuls.

(f) Wie würden Sie vorgehen, um den Betrag der Übertragungsfunktion zu bestimmen? (3 P)
Welche Zusammenhänge würden Sie ausnutzen? Geben Sie den mathematischen Zu-
sammenhang an!
Zusammenhang zwischen svv(τ), svy(τ) und v(t), y(t) ausnutzen:

Svy(jω) = H(jω)Svv(jω),
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Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

Syy(jω) = H(jω)H∗(jω)Svv(jω) = |H(jω)|2Svv(jω).

Bestimmen der Leistungsdichtespektren Svv(jω) und Syy(jω) und einsetzen:

|H(jω)| =

√

|Syy(jω)|
|Svv(jω)| .

Alternative Lösungen:

|H(jω)| =

√

|Svy(jω)|
|Svv(jω)|

oder

|H(jω)| =

√

|Syv(jω)|
|Svv(jω)| .

Das Signal v(t) sei nun ideal bandbegrenzt, sodass Svv(jω) = 0 ∀ ω /∈ (−ωg, ωg) gilt.

(g) Beschreiben Sie, welche Änderungen sich in Bezug auf die Autokorrelation und das (2 P)
Leistungsdichtespektrum ergeben.
Durch die Bandbegrenzung ist das Spektrum nicht mehr konstant mit S0, sondern
eine Rechteckfunktion der Breite 2ωg und dem Wert S0. Im Zeitbereich ist nun eine
si-Funktion anstelle eines Dirac-Impulses vorhanden.

Nun sei folgende Gaußverteilung fg(g) gegeben:

g

1√
12π

f g
(g

)

4 7 10 13 16 19 22
0

0.04

0.08

0.12

0.16

(h) Bestimmen Sie das 2. Moment der Verteilungsdichtefunktion. (4.5 P)

m(2)
g = σ2

g + |mg|2

mg kann abgelesen werden: mg = 13.
Mithilfe der Gaußverteilung

fg(g) =
1√

2πσg

e

−(g−mg)2

2σ2
g
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Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

folgt

fg(g = mg) =
1√
12π

,

daher gilt

σ2
g = 6.

Daher gilt für das 2. Moment der Verteilungsdichte:

m(2)
g = 6 + 132 = 175.

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 und 2 gelöst werden.

Gegeben sei die Wahrscheinlichkeitsdichte fa(a) der reellen und kontinuierlichen Zufalls-
größe a:

fa(a) = δe−|a|φ−1
.

Für die Parameter δ und φ gilt: δ, φ > 0.

(i) Um was für eine Verteilung handelt es sich? Geben Sie φ in Abhängigkeit von δ an. (3 P)
Die Zufallsgröße ist offensichtlich Laplace-verteilt. Somit gilt:

φ =
1

2δ
.

(j) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion Fa(a) grob. Bestimmen Sie die Verteilungs- (6 P)
funktion anschließend in Abhängigkeit von φ.

Fa(a)

a

1
2

1

Fa(a) =

a
∫

−∞

fa(t)dt

hier:

Fa(a) =

a
∫

−∞

δe
−

|t|
φ dt
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Aufgabe 1 (33.5 Punkte)

Fallunterscheidung:

a ≤ 0 : Fa(a) =

a
∫

−∞

δe
t
φ dt

= δ
[

φe
t
φ

]a

−∞

= δφe
a
φ

a > 0 : Fa(a) =

0
∫

−∞

δe
t
φ dt +

a
∫

0

δe
−t
φ dt

= δφ + δ

[

−φe
−t
φ

]a

0

= δφ(2 − (e
−a
φ ))
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Aufgabe 2 (32.5 Punkte)

Aufgabe 2 (32.5 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 gelöst werden.

Für den folgenden Teil sei ein System gegeben, welches durch nachfolgenden Signalfluss-
graphen beschrieben ist.

v0(n)

x0(n + 1)

x1(n + 1)

x0(n)

x1(n)

y(n)

1

a

1

a

1

−1
2

z−1

z−1

Zudem sei der Zustandsraum durch folgende Gleichungen beschrieben:

x(n + 1) = Ax(n) + Bv(n)

y(n) = Cx(n) + Dv(n)

(a) Geben Sie die Anzahl L der Eingänge, N der Zustände und R der Ausgänge des (1,5 P)
Systems an.
Eingänge L: 1 Zustände N : 2 Ausgänge R: 1

(b) Bestimmen Sie die Matrizen/Vektoren/Skalare A,B,C,D für obiges System. (4 P)

A =

[

a 0
1 −1

2

]

, B =

[

0
1

]

, C =
[

a 1
]

, D =
[

0
]

.

(c) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Systemmatrix A. (3 P)
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch N(z) = det [zI − A]. Dann haben
wir:

N(z) = det (zI − A)

= det

([

z 0
0 z

]

−
[

a 0
1 −1

2

])

= det

([

z − a 0
−1 z + 1

2

])

= (z − a)
(

z +
1

2

)

= z2 + z

(

1

2
− a

)

− a

2
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Aufgabe 2 (32.5 Punkte)

(d) Definieren Sie einen geeigneten Wertebereich für den Parameter a, so dass das Sys- (2 P)
tem stabil ist.
Das System ist stabil, wenn alle Eigenwerte der Systemmatrix A innerhalb des Ein-
heitskreises liegen.

Das charakteristische Polynom des Systems ist N(z) = z2 + z
(

1
2 − a

)

− a
2 , dessen

Eigenwerte die Lösungen z1 = a und z2 = −1
2 sind. Somit ist das System stabil,

wenn a ∈ C und |a| < 1.
Ist das System mit Nullen initialisiert, hat der Wert a keinen Effekt auf den Aus-
gangssignal y(n), da der Zustand x0(n) nicht vom Eingangssignal v0(n) abhängig ist
und daher immer den Wert 0 besitzt.

(e) Geben Sie die Übertragungsfunktion H(z) des Systems an. (6 P)
Die Übertragungsfunktion H(z) ist gegeben durch H(z) = C [zI − A]−1

B + D.
Dann haben wir:

H(z) =
[

a 1
]

(

zI −
[

a 0
1 −1

2

])−1 [

0
1

]

+ 0

=
[

a 1
]

[

z − a 0
−1 z + 1

2

]−1 [

0
1

]

=
1

z2 + z
(

1
2 − a

)

− a
2

[

a 1
]

[

z + 1
2 0

1 z − a

] [

0
1

]

=
1

z2 + z
(

1
2 − a

)

− a
2

[

a(z + 1
2) + 1 z − a

]

[

0
1

]

=
1

z2 + z
(

1
2 − a

)

− a
2

(z − a)

=
(z − a)

(z − a)(z + 1
2 )

=
1

z + 1
2

(f) Bestimmen Sie die Impulsantwort h0(n). (2 P)

h0(n) = Z−1{H(z)}

= Z−1

{

1

z + 1
2

}

=
(

−1

2

)n+1

γ−1(n − 1)
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Aufgabe 2 (32.5 Punkte)

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 gelöst werden.

Gegeben sei nachfolgende diskrete Impulsantwort h0(n):

−2 −1 1 2 3 4 5 6

−1

1

n

h0(n)

Wobei zusätzlich gelte:

h0(n) = 0 ∀ n < 0,

h0(n) = − 1

2n−6
∀ n > 6.

(g) Bestimmen Sie die Gleichung der Impulsantwort auf der Basis gewichteter Impuls- (4 P)
und Sprungfolgen.

h0(n) = γ0(n) − γ0(n − 2) + γ0(n − 3) − γ0(n − 4) − 1

2n−6
γ−1(n − 6)

(h) Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion H(z). (4 P)
Unter Nutzung bekannter Korrespondenzen:

H(z) = 1 − z−2 + z−3 − z−4 − z−5

z − 1
2

=

(

z − 1
2

)

(

1 − z−2 + z−3 − z−4
)

− z−5

z − 1
2

=
z − 1

2 − z−1 + 3
2z−2 − 3

2z−3 + 1
2z−4 − z−5

z − 1
2

=
1 − 1

2z−1 − z−2 + 3
2z−3 − 3

2z−4 + 1
2z−5 − z−6

1 − 1
2z−1
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Aufgabe 2 (32.5 Punkte)

(i) Bestimmen Sie die Differenzengleichung. (4 P)
Aus der Übertragungsfunktion H(z)

H(z) =
1 − 1

2z−1 − z−2 + 3
2z−3 − 3

2z−4 + 1
2z−5 − z−6

1 − 1
2z−1

Y (z)

V (z)
=

1 − 1
2z−1 − z−2 + 3

2z−3 − 3
2z−4 + 1

2z−5 − z−6

1 − 1
2z−1

folgt

(1 − 1

2
z−1)Y (z) =

(

1 − 1

2
z−1 − z−2 +

3

2
z−3 − 3

2
z−4 +

1

2
z−5 − z−6

)

V (z)

Y (z) − 1

2
z−1Y (z) =

(

1 − 1

2
z−1 − z−2 +

3

2
z−3 − 3

2
z−4 +

1

2
z−5 − z−6

)

V (z)

Y (z) =
(

1 − 1

2
z−1 − z−2 +

3

2
z−3 − 3

2
z−4 +

1

2
z−5 − z−6

)

V (z) +
1

2
z−1Y (z).

Transformation in den Zeitbereich liefert die Differenzengleichung:

y(n) = v(n) − 1

2
v(n − 1) − v(n − 2) +

3

2
v(n − 3) − 3

2
v(n − 4) +

1

2
v(n − 5)

− v(n − 6) +
1

2
y(n − 1)

(j) Hat das System einen direkten Durchgriff? Begründen Sie ihre Antwort. (2 P)
Das System besitzt einen Durchgriff. Mögliche Begründungen:

• Für die gezeichnete Impulsantwort gilt h0(0) = 1.

• Die bestimmte Impulsantwort h0(n) besitzt einen Eintrag für n = 0.

• Für die bestimmte Übertragungsfunktion H(z) gilt Zählergrad = Nennergrad.

• Die bestimmte Differenzengleichung y(n) besitzt einen Eintrag für v(n = 0).
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Aufgabe 3 (34 Punkte)

Teil 1 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 2 und 3 gelöst werden.

(a) Welche Schritte sind nötig, um ein mit einer Zweiseitenbandmodulation moduliertes (2 P)
Signal wieder zurückzugewinnen? Beschreiben Sie in ganzen Sätzen.
Zunächst wird das modulierte Signal mit dem Trägersignal multipliziert. Dies be-
wirkt eine Verschiebung des Nutzspektrums in das Basisband. Ein Tiefpassfilter
entfernt dann die unerwünschten Spektralanteile rund um die doppelte Modulati-
onsfrequenz, die durch die Multiplikation entstanden sind.

(b) Welchem Zweck dient die Modulation eines Signals, laut der Vorlesung? Welche Mo- (2 P)
dulationsarten kennen Sie? Nennen Sie mindestens drei Modulationsarten.
Der Zweck der Modulation ist die Anpassung des Signalspektrums an den Fre-
quenzbereich des zu nutzenden Übertragungs-, Speicher- oder Verarbeitungsmedi-
ums. Amplituden-, Phasen- und Frequenzmodulation.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 und Teil 3 gelöst werden.

(c) Wie unterscheidet sich die Fouriertransformierte V0 (jω) eines kontinuierlichen band- (5 P)

begrenzten Signals v0(t) von der Fouriertransformierten V
(

ejΩ
)

seiner mit fA ab-

getasteten Version v0

(

n 1
fA

)

= v(n) mit n ∈ Z. Beschreiben Sie in eigenen Worten.

Fertigen Sie dazu eine Skizze der beiden Spektren an. Gehen Sie von einem reellen
Spektrum eines reellen Signals aus.
Eine Abtastung des Signals v(t) mit einer Abtastfrequenz fA bewirkt eine periodi-
sche Wiederholung des Spektrums mit der Periode Ωp = 2π.

V0 (jω)

V
(

ejΩ
)

ω

Ω

−4π −2π 2π 4π0

(d) Welche Bedingung muss die Abtastfrequenz fA erfüllen, damit kein Aliasing auftritt? (2 P)

Damit kein Aliasing auftreten kann, muss für die Abtastfrequenz fA folgendes gelten:

fA ≥ 2fmax,

wobei fmax für die maximale Signalfrequenz steht.

(e) Wie würde das von Ihnen gezeichnete Spektrum aus (c) bei Aliasing aussehen? Ma- (3 P)
chen Sie eine Skizze.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

V
(

ejΩ
)

Ω
−4π −2π 2π 4π

0

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhängig von Teil 1 und 2 gelöst werden.

Gegeben sei das nachfolgende System

x(n)

H
(

ejΩ
)

x1(n)

x2(n)

x3(n)

cos(Ω0n)

− sin(Ω0n)

y(n)

wobei H
(

ejΩ
)

der zeitdiskrete, nullphasige Hilbert-Transformator ist. Das Eingangssignal

x(n) besitzt das nachfolgende, 2π-periodische, reelle Spektrum:

X
(

ejΩ
)

−2π − Ωg

−2π

−2π + Ωg

−π

−Ωg Ωg

π

2π − Ωg

2π

2π + Ωg

−Ω0 Ω0

a

Ω

(f) Wofür wird die oben gegebene Schaltung in der Praxis oft genutzt? (2 P)
Mit der Schaltung lässt sich die Einseitenbandmodulation realisieren.

(g) Geben Sie die allgemeine Definition der zeitdiskreten Hilbert-Transformation an und (4 P)
skizzieren Sie deren Frequenzgang im Intervall −2π < Ω < 2π. Beschriften Sie alle
Achsen.

H
(

ejΩ
)

= H0(Ω)e−jΩn0 ,

mit H0(Ω) = −j sign (mod(Ω + π,2π) − π) ,

wobei n0 für die zeitliche Verzögerung steht.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

−2π −π 0 π 2π

H0 (Ω)

Ω

j

−j

(h) Skizzieren Sie das Spektrum X1

(

ejΩ
)

des Signals x1(n) im Intervall −2π < Ω < 2π. (2 P)

Realteil von X1

(

ejΩ
)

ist null, da nullphasig.

X1

(

ejΩ
)

−2π − Ωg

−2π

−2π + Ωg

−π

−Ωg

Ωg

π

2π − Ωg

2π

2π + Ωg

−Ω0 Ω0

ja

−ja

Ω

(i) Geben Sie das Spektrum X2

(

ejΩ
)

des Signals x2(n) in Abhängigkeit von X
(

ejΩ
)

(4 P)

an und skizzieren Sie es im Intervall −π < Ω < π. Gehen Sie davon aus, dass das
System keinen Alias erzeugt.

X2

(

ejΩ
)

=
1

2

[

X
(

ej(Ω−Ω0)
)

+ X
(

ej(Ω+Ω0)
)]

.

X2

(

ejΩ
)

−π −Ωg
Ωg π

Ω0 − Ωg

Ω0 + Ωg

−Ω0

Ω0

a
2

−a
2

−Ω0 − Ωg

−Ω0 + Ωg

Ω

(j) Geben Sie das Spektrum X3

(

ejΩ
)

des Signals x3(n) in Abhängigkeit von X
(

ejΩ
)

(5 P)

an und skizzieren Sie es im Intervall −π < Ω < π. Gehen Sie weiterhin davon aus,
dass das System keinen Alias erzeugt.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

X3

(

ejΩ
)

=
j

2

[

X1

(

ej(Ω−Ω0)
)

− X1

(

ej(Ω+Ω0)
)

]

,

=
j

2

[

−X
(

ej(Ω−Ω0)
)

j sign
(

mod(Ω − Ω0 + π,2π) − π
)

... + X
(

ej(Ω+Ω0)
)

j sign
(

mod(Ω + Ω0 + π,2π) − π
)

]

.

X3

(

ejΩ
)

−π

−Ωg

Ωg π

2π − Ωg

2π + Ωg

−Ω0
Ω0

a
2

−a
2

−Ω0 − Ωg

−Ω0 + Ωg

Ω

(k) Skizzieren Sie das Spektrum Y
(

ejΩ
)

des Signals y(n) im Intervall −π < Ω < π. (3 P)

Y
(

ejΩ
)

−π −Ωg
Ωg π

2π − Ωg

2π + Ωg

−Ω0

Ω0

a

−a

−Ω0 − Ωg

−Ω0 + Ωg

Ω
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Dies ist eine leere Seite.


