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1 Modulationssystem zur Sprachiibertragung

Das in Abbildung 1 dargestellte Modulationssystem dient zum Schutz einer Sprachiiber-
tragung gegen unerlaubtes Mithoren. Das Spektrum des reellwertigen Eingangssignals u(t)
ist in Abbildung 2 fiir w > 0 dargestellt.

(a) Analysieren Sie die Wirkungsweise der Schaltung durch Angabe der Spektren G;(jw) =
F{gi(t)} an den einzelnen Punkten ¢ € {1, 2, 3, 4} der Schaltung.

(b) Ergéanzen Sie die fehlenden Angaben wg und wp fiir das verwendete Hochpassfilter
(HP) und das Tiefpassfilter (TP), wie sie in Abbildung 2 spezifiziert sind.

(c) Zeigen Sie, dass das gleiche System auch zur Demodulation geeignet ist.

u(t) 91(t) HP 92(t) gs(t) 9a(t)
> ¢§7D — 20 kHz » TP ——»
sin(wt) sin(weot)
3x = 20 kHz “2 — 95 kHz

Abbildung 1: Modulationssystem zu Aufgabe 1.

U(jw)l [H (jw)|

Abbildung 2: Spektrum des Eingangsignals und Frequenzgang des Hochpassfilters zu Auf-
gabe 1.

1.1 Losungsansatz

(a) Zunéchst ist zu beachten, dass Sprachsignale reellwertig sind und somit fiir das
gegebene Spektrum Hermitesymmetrie vorliegt

U(-jw) =U"(w) = |U(=jw)| = [U(Gw)|-
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Die Analyse des Systems wird am besten unter Betrachtung der Spektren vorgenom-
men. Die Multiplikation mit dem Sinustriger bewirkt dabei

g1(t) = u(t) - sin (wit)
1

Gi(jw) = %U(]’w) « F {sin (w1t)}

= %U(jw) * J7 [0p(w + wi) — do(w — wy)]
- % (U@ (w+w1)) = U (w—wr))]

Auf gleiche Art und Weise kann die zweite Modulation behandelt werden.

(b) Die Parameter des Hochpassfilters sind so zu bestimmen, dass nur das obere Fre-
quenzband durchgelassen wird. Das Tiefpassfilter soll nur das innere Frequenzband
durchlassen. Beides Mal ist zu beachten, dass die Filter reellwertig sein sollen, das
heiBt, dass fiir die Frequenzgénge H(—jw) = H*(jw) gelten muss.

(c) Das Spektrum G4(jw) als Eingangsspektrum annehmen und erneut das Ausgangs-
signal berechnen. Man erhélt das gewichtete Signal « - u(t). Welchen Wert hat der
Verstarkungsfaktor a?

1.2 Ergebnis

(a) Fir die Teilsignale ergeben sich die Spektren aus Abbildung 3.
(b) Fiir das Hochpassfilter muss gelten:

19,7 kHz < 2% < “P < 90,3 kHa.
27 2
Fiir das Tiefpassfilter muss gelten:

4,7 kHz < “;—Dg ;"i < 45,3 kHz.

s T

(c¢) Wie bereits in der Aufgabenstellung erwiahnt eignet sich das System zur Demodula-
tion. Der Verstarkungsfaktor ist a = 1/16.

2 Amplitudenmodaulation

Gegeben ist das reellwertige, bandbegrenzte Signal v(t), fiir dessen Spektrum

V(jw) =0 Y|w| > w,
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3,4 -0,3'0,3 3,4 @ /kHz
|G1(jw) up
1
/\[\ 2 /\[\
l<é &« >
—23,4  —20,3 -19,7 -16,6" ' 7 16,6 19,7 20,3 23,4 £ /kHz
|Ga(jw)
1
/\ 2 [\
I<é Id >
—923.4 -20,3 —19,7 —-16,67 ' 7 16,6 19,7 20,3 3,4 £ /kHz
A |G3(jw
|G3(jw)l P
11
/\ [\ 4/\ (\
& ((
—48,4 —45,3 7 —4,7 1,6 4,7 48,4 £ [kHz
|G4(jw)|
1
[\ 4/\
—4,7 ~1,6'1,6 4,7 £ /kHz

Abbildung 3: Teilspektren zu Aufgabe 1 (b).
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—Wg Wy w Wr — Wy wT + Wy w

Abbildung 4: Veranschaulichung der Aufgabenstellung zu Aufgabe 2.

gilt. Zur Ubertragung soll dieses Signal so modifiziert werden, dass das resultierende Spek-
trum V. (jw) um die Frequenz wr > wy ,verschoben® wird. Gelten soll also

Ve(jw) =0 V(wp —wg) > w > (wr + wy).

(a) Welcher Ansatz fiir eine solche Modifikation ergibt sich aus dem Modulationssatz?
Wie kann das Ausgangssignal v(t) aus dem modulierten Signal v.(t) zuriickgewonnen
werden?

(b) Was ist ein Nachteil der Modulationsmethode aus (a)? Die Zweiseitenband-Modula-
tion (ZSB-Modulation) umgeht dieses Problem. Wie wird hier das modulierte Signal
y-(t) erzeugt und wie kann es demoduliert werden?

(c) Ein Nachteil der ZSB-Modulation wird ersichtlich, wenn man das Spektrum Y (jw)
des modulierten Signals skizziert. Welche Erweiterung der ZSB-Modulation kann
hier helfen, wie heif3t diese Modulationsart und welche Vorteile bietet sie bei der
Demodulation?

(d) Die Amplitudenmodulation ist ein weit verbreitetes, der ZSB-Modulation #hnliches,
Verfahren. Worin bestehen die Gemeinsamkeiten?

2.1 Losungsansatz

Zur Veranschaulichung wird ein dreiecksformiges Spektrum V(jw) angenommen. In der
Aufgabenstellung wird gefordert, dass dieses wie in Abbildung 4 verschoben wird.

(a) Der Ansatz zur Modulation ergibt sich direkt aus dem Modulationssatz
v(t) 0t o—e V(j(w — wp)).

Ebenso kann durch eine negative Verschiebung des Spektrums wieder demoduliert
werden.

(b) Ein Nachteil ist, dass das mit dem Modulationsverfahren aus (a) gewonnene Signal
komplexwertig ist. Dies ist zum Einen direkt aus der Definition

v.(t) = v(t) ¥t € C

ersichtlich, zum Anderen aber auch aus der fehlenden Hermitesymmetrie des Spek-
trums

V(—jw) # V' (jw).
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Die Zweiseitenbandmodulation liefert ein reellwertiges Signal, indem sie nur den
Realteil des Trigers e/“T! benutzt:

y-(t) = v(t) cos(wrt).

Demoduliert werden kann durch erneutes Multiplizieren mit cos(wrt) und passende
Tiefpassfilterung. Dies kann man sich gut klarmachen, wenn man die verschobenen
Spektren skizziert.

(c¢) Skizziert man das Spektrum Y, (jw) der ZSB-modulierten Signals so wird deutlich,
dass die Information in den beiden um die Frequenz +wr liegenden Seitenbéndern
steckt. Wiirde man diese Redundanz entfernen, konnte der frei werdende Frequenzbe-
reich fiir andere Signale genutzt werden. Daher verwendet die ESB-Modulation eine
Bandpassfilterung um entweder das obere oder untere Seitenband zu eliminieren.

Wie bei den in (a)-(c) behandelten Modulationsverfahren kénnen auch bei der ESB-
Modulation zwei verschiedene Fehler im Tragersignal auftreten

o Tragerfrequenzfehler Aw und
o Tragerphasenfehler .

Damit verandert sich das Trégersignal zu
cos(wt) = cos ((wr + Aw)t + ¢).

Ein Fehler Aw in der Tragerfrequenz bewirkt, dass bei der Demodulation die Spek-
tren nicht korrekt in den Durchlassbereich des Demodulationstiefpassfilters verscho-
ben werden. Bei der ZSB-Modulation iiberlagern sich dabei zwei Spektren nicht
optimal, wihrend bei der ESB-Modulation ,nur“ eine Liicke um die Frequenz w = 0
entsteht.

(d) Die Amplitudenmodulation ist eine ZSB-Modulation, bei der die Triagerschwingung
mitiibertragen wird:

Ya(t) = [1 +mo(t)] cos(wrt)
= cos(wrt) + mo(t) cos(wrt) .
Y= ()

Die zusétzlich iibertragene Tragerschwingung verschlechtert zwar die Energieeffizi-
enz des Verfahrens, erleichtert aber, Tragerphasenfehler in der Demodulation zu
korrigieren.

2.2 Ergebnis

(a) Modulation: ve(t) = v(t) edwrt
Demodulation: v(t) = v.(t) e J«r?
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(b) Nachteil von (a): wv.(t) € C
Modulation: yz(t) = v(t) cos(wrt)
Demodulation: v(t) = [y:(t) cos(wrt)] * h(t)
mit A(t) Impulsantwort eines passenden Tiefpassfilters

(¢) Nachteil von (b): Verminderte Bandbreiteneffizienz, da jedes Seitenband
von y,(t) die Information des Signals tragt.
Losung: Einsteitenband Modulation (ESB-Modulation)
Vorteil: Tragerfrequenzfehler bei Demodulation weniger kritisch als
bei ZSB-Modulation

(d) Bei der AM wird zusétzlich die Tragerschwingung mitiibertragen, was die Demodu-
lation vereinfacht.

3 Winkelmodulation

Wie in der Vorlesung vorgestellt kann die Winkelmodulation als kontinuierliche Modula-
tion eines Sinustrigers verstanden werden:

cr(t) = ércos (wrt + @) = ér cos (Pr(t)) .

(a) Wie lieBe sich eine ZSB-Modulation in diesem Trégersignal ¢y () integrieren?

(b) Welcher prinzipielle Unterschied besteht zwischen der Frequenzmodulation (FM)
und der Phasenmodulation (PM)?

(c) In Abbildung 5 ist ein einfaches Nutzsignal v(t) dargestellt. Bestimmen Sie jeweils
fir PM und FM die Momentan-Frequenz Qp(t) und skizzieren Sie diese.

(d) Welche Systemeigenschaften weist die Winkelmodulation beziiglich der Linearitét,
der Kausalitét, der Verschiebungsinvarianz und der Stabilitdt auf? Weisen Sie diese
Eigenschaften nach.

v(t)

[

t

3]

Abbildung 5: Nutzsignal zu Aufgabe 3.

3.1 Losungsansatz

Die Winkelmodulation ist folgendermaflen definiert:

ep(t) = ér cos(wrt + o)
= cos (Pr(t)).
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(a) Obige Definition enthélt die ZSB-Modulation als Sonderfall, wenn die Amplitude des
Trégers durch das Signal v(¢) moduliert wird

cr = éT(t) :’U(t).

(b) In obiger Definition der Winkelmodulation ist die Momentanphase

eine Funktion des Signals v(t) und tragt somit die Signalinformation. Phasen- und
Frequenzmodulation unterscheiden sich in der Art und Weise, wie die Information
von v(t) in ®p(t) eingepragt wird:

o Phasenmodulation (PM):

Momentanphase O(t) =wrt+ k2mo(t)
dop(t do(t
Momentanfrequenz  Qp(t) = dj;( ) = wr + k27 Zh(f )

o Frequenzmodulation (FM):
Momentanfrequenz  Qp(t) = wr + k27 v(t)

(
¢
Momentanphase Or(t) =wrt+k 277/ o(T)dr
— o

In einer Nachrichteniibertragung wére also cr(t) das Sendesignal. Im Allgemeinen

kann das Spektrum C(jw) = F{cr(t)} nicht berechnet werden.

(c) Das gegebene Signal v(t) in die obigen Definitionen fiir die Momentanfrequenz Q7 ()
einsetzen und vereinfachen.

(d) Uberpriifen der Systemeingenschaften der Winkelmodulation:

o Linearitidt: Wie in Aufgabgenteil (b) die Momentanphase ®7(t) = f(v(t)) als
Funktion des Signals
v(t) = aqvi(t) + agva(t)

ausdriicken. Gilt der Uberlagerungssatz? Um sich das klar zu machen, kann
man auch auch eine einfache Funktion, z.B. f(x) = z, annehmen.

o Kausalitdt: Ein System ist auch nichtkausal, wenn es ohne Anregung ein Aus-
gangssignal generiert (,,Reaktion ohne Ursache“). Ist dies bei der Winkelmodu-
lation der Fall?

e Verschiebungsinvarianz: Die Bedingung fiir Verschiebungsinvarianz fir Phasen-
und Frequenzmodulation getrennt tiberpriifen.

o Stabilitat: Kriterium der BIBO-Stabilitdt anwenden.

3.2 Ergebnis

(a) Die Trageramplitude durch das Signal v(t) modulieren:

éT = éT(t) :U(t).
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(b) Phasen- und Frequenzmodulation unterscheiden sich in der Art und Weise, wie die
Information von v(t) in ®7(t) eingepragt wird.

(c) e« Phasenmodulation:

4P (t) wr, t<0
Qr(t) = ; —quwr+k2rl, 0<t<t
wT, t>1
e Frequenzmodulation:
wr, t<0

Qr(t) =wr +k2r(t) = wr+k2rit, 0<t<t
(,uT—l-k’27TQA], t>1

(d) Die Winkelmodulation ist linear? nein
kausal? nein
verschiebungsinvariant? nein
stabil? v jal

4 Frequenzmodulation

Gegeben ist ein frequenzmoduliertes Signal der Form

2rAf

cp(t) = ér - cos <th +

i t
o sin(wy )>
Tréageramplitude ¢ér =2V
Tréagerfrequenz wp =2mr-10,7- 100571
Frequenzhub Af=75-103s""

(a) Bei welcher Modulationsfrequenz wird mit den angegebenen Werten der Modulati-
onsgrad 1 = 5 erreicht?

(b) Wie grof ist nach Carson die zur Ubertragung dieses FM-Signals erforderliche Band-
breite?

(c) Welchen Frequenzabstand besitzen die einzelnen Spektrallinien des FM-Signals zu-
einander, und wieviele Linien werden durch die Abschétzung nach Carson beriick-
sichtigt?

(d) Ermitteln Sie mit Hilfe von Abbildung 6 die Betrdge der Amplituden der Spektral-
linien bis zur Ordnung p = 3 und geben Sie die zugehorigen Frequenzen an.
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Abbildung 6: Besselfunktionen 1. Gattung n-ter Ordnung, zu Aufgabe 4.

4.1 Losungsansatz

Wie in den Vorlesungsfolien (V-68 ff.) beschrieben, kann fiir das Spektrum eines frequenz-
modulierten Signals fiir den Sonderfall,

v(t) = 0 cos(wit)

berechnet werden. Dies ist genau der Fall, der in dieser Aufgabe betrachtet wird. Fir das
Tréagersignal gilt also

t
cr(t) = ércos | wrt + 27rk/ 0 cos(w1T) dT)
— o

— ¢érRe {e]the]%Tkwl sm(wnﬁ)}

= érRe {er'e(t) }. (1)

1
wrt + ka?w— sin(wlt)>
1

Der Term ¢(t) kann wie in den Vorlesungsfolien beschrieben als komplexer Zeiger inter-
pretiert werden. Hierzu werden tiblicherweise die beiden Grofien

e Frequenzhub Af = ko und

0 A
o Modulationsgrad n = ok = a7
w1 fi
eingefiihrt.
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Des Weiteren kann ¢(¢) durch die Potenzreihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion
dargestellt werden:

é(t) = Z Jyu(n)edrt,

p=—00

Dabei stellt J,(n) die Besselfunktion (oder auch Zylinderfunktion) erster Gattung der Ord-
nung 7 dar (die Funktionswerte werden fiir gewohnlich einer Tabelle oder einem Graphen
entnommen). Setzt man dies in Gleichung (1) ein, erhélt man

[e.9]

cr(t) = ér Re{ Z J#(n)ej(WT‘i‘MUJl)t} 7 (2)

p=—00
was fiir Aufgabenteile (¢) und (d) hilfreich ist.

(a) Die Formeln fiir Frequenzhub und Modulationsgrad entsprechend umformen und die
gegebenen Kenngroflen einsetzten.

(b) Die Breite fp des Bandes, in dem 99% der Energie des Tragersignals cp(t) liegen,
lasst sich nach Carson iiber

fB=2n+2)h

abschétzen.

(¢) Gleichung (2) zeigt, dass das Trégersignal Spektrallinien bei den Frequenzen
+(wr + pwr)

aufweist (das + kommt von der Realteilbildung, die aus der Exponentialfunktion
einen Kosinus erzeugt). Der Abstand der Spektrallinien ist also

w1 =27 - 15kHz

und die Anzahl der beriicksichtigten Spektrallinien

B .
Anzahl der Spektrallinien = % = J;f =2(n+2).

(d) Aus Gleichung (2) wird ersichtlich, dass die einzelnen Signalkomponenten mit den
Faktoren
Cﬂ = éTJ o (77)

gewichtet werden. Die Werte der Besselfunktionen kénnen aus dem Graphen ent-
nommen werden, zusatzlich gilt fiir ganzzahlige p

Jou(n) = (=1)"Ju(n).
Fir p =1 gilt also beispielsweise

ler] =12V - Ji(n)] = |2V - (=0,3276)| = 0,6552V
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mit der zugehorigen Frequenz

f1 = £(10,7MHz + 0,015 MHz) = +10, 715 MHz.

4.2 Ergebnis

(a) Der Modulationsgrad n = 5 wird bei der Modulationsfrequenz f; = 15 kHz erreicht.
(b) Die benétigte Bandbreite ist nach Carson fg = 210kHz.

(c) Der Abstand zwischen den Spektrallinien betrédgt w; = 27 - 15kHz. Es werden 14
Linien beriicksichtigt.

(d) Die Tabelle zeigt die Betrags-Amplitudengewichte fir p € [—3, 3] € N sowie die
zugehorigen Frequenzen.

p - Gewicht ‘C:I:;L‘ fu:i(fT+Mf1) f—u:i(fT_,Ufl)
0 0,3552V 4+10,7MHz +10,7MHz
10,6552V 410,715 MHz +10, 685 MHz
20,0932V 410,73 MHz +10,67 MHz

3 00,7296V 410, 745 MHz +10, 655 MHz

5 Puls-Amplituden-Modulation und Quantisierung

In dieser Aufgabe werden die Grundlagen der Puls-Amplituden-Modulation (PAM) wie-
derholt. Dabei bezeichne v(t) das Informationssignal und y,(t) das modulierte Signal.
V(jw) und Y, (jw) seien die entsprechenden Spektren.

(a) Worin unterscheiden sich PAM und Amplitudenmodulation, worin liegen die Ge-
meinsamkeiten?

(b) Wie kann ein PAM-Signal demoduliert werden? Welche Bedingung muss erfiillt sein,
damit eine Demodulation tiberhaupt moglich ist. Erklaren Sie dies, indem Sie ein
geeignetes Spektrum V' (jw) annehmen und das resultierende Spektrum Y, (jw) skiz-
zieren.

(¢) Welcher weitere Schritt ist notwendig, um aus dem PAM-Signal ein digitales Signal
vg(n) zu erzeugen?
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5.1 Losungsansatz

(a) Die Pulsamplitudenmodulation (PAM) ist folgendermaflen definiert
yp(t) = v(t) p(t)

=Tyv(t) i 0o(t —nTy)

n=—oo
[e.e]

=Ty Z v(nTy) do(t —nTy)

n=-—oo
Sie beschreibt also die Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals.
(b) Das Spektrum des PAM-Signals ist
> 27
v = Y V(i(e-nit)).
I A
p=—00 ~
wA

Es besteht also aus der Uberlagerung verschobener Spektren V (jw). Nur wenn diese
Spektren sich nicht berlappen, kann durch Tiefpassfilterung demoduliert werden.
Dies ist der Fall, wenn das Abtasttheorem

wA 2 2wy

erfiillt ist, wobei wy die hochste im Signal v(t) auftretende Frequenz sei. Fiir eine
Skizze bietet sich z.B. ein dreieckiges Spektrum an.

(¢) Durch die PAM wird ein zeitdiskretes Signal erzeugt. Um ein digitales Signal zu
erhalten, ist zusétzlich Amplitudenquantisierung notwendig, um das Signal auch
wertediskret zu machen.

5.2 Ergebnis

(a) Sowohl bei PAM als auch bei AM steckt die Information des Nutzsignals in der
Amplitude des modulierten Signals. Die beiden Verfahren unterscheiden sich lediglich
im Tragersignal.

ZSB-Modulation (als AM): cos(wrt)
PAM: Ta¥nZ oo 0ot —nTa)

(b) Demodulation ist durch Tiefpassfilterung moglich, wenn das Abtasttheorem
wa > 2wy

erfiillt ist, wobei w, die hochste im Signal v(t) auftretende Frequenz sei.

(¢) Durch Amplitudenquantisierung wird aus dem PAM-Signal ein digitales Signal er-
zeugt.
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6 Systembeschreibung im Zustandsraum

Gegeben ist ein System, beschrieben durch folgende Zustandsgleichungen:

1
x(n+1) = % 1] x(n) +

y(n) = [1 0] x(n) +v(n)

(a) Berechnen Sie y(n) fir n € {0, 1} bei einer Anregung v(n) = vo(n) und einem
Anfangszustand
1
x(0) = [O] .

(b) Welchen Wert nimmt x(n) im eingeschwungenen Zustand ein?
(c) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems.
(d) Berechnen Sie die Impuslantwort ho(n).

6.1 Losungsansatz

(a) Ein zeitdiskretes, lineares System kann im Zustandsraum durch die Zustandsglei-
chung
x(n+1) = Ax(n) + Bv(n)

zusammen mit der Ausgangsgleichung
y(n) = Cx(n) + Dv(n)

beschrieben werden. Dabei sei v(n) der Eingangssignalvektor, y(n) der Ausgangssi-
gnalvektor und x(n) der Zustandsvektor. Die vier Matritzen kénnen aus den gege-
benen Gleichungen abgelesen werden:

2

= N[

Systemmatrix A = [ (1)] c RVxN

0
Ausgangsmatrix C=c= {1 O} € REXN

Eingangsmatrix B= [11 e RVxL

Durchgangsmatrix D =d=d=1¢c RF*E

Einige der Matrizen sind also Vektoren oder Skalare. Ebenso kann an den Dimen-
sionen abgelesen werden:

Anzahl der Eingénge L =1
Anzahl der Ausginge R =1
Anzahl der Zustinde N =2

Zur Losung der Aufgabe fiir n = 0 und n = 1 jeweils zuerst die Zustands- und dann
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die Ausgangsgleichung l6sen.

(b) Eingeschwungener Zustand herrscht auf jeden Fall fiir n — co. Fir das Eingangssi-
gnal gilt dann

g, o(n) = Jixg 0(n) =0

Damit kann die Zustandsgleichung fiir n — oo aufgestellt und das entstehende lineare
Gleichungssystem nach lim,, o, x(n) = x(00) = x4, aufgelost werden.

(¢) Wendet man die z-Transformation auf die Zustandsgleichung an, so erhilt man
x(n+1) = Ax(n) + Bv(n)
[

x(2) -z = Ax(2) + Bv(z2).
Lost man dies nach x(z) auf, so erhilt man mit der Einheitsmatrix I

x(z) = (21 — A)7'Bv(2).
Ebenso gilt fiir die z-Transformierte der Ausgangsgleichung

y(n) = Cx(n) + Dv(n)

[

y(z) = Cx(z) + Dv(z)
= [C(ZI ~A) B+ D} v(z).

H(2)

Die Ubertragungsnmatrix H(z) kann also durch Einsetzen der bekannten Matritzen
bestimmt werden. Da das vorgegebene System nur einen Eingang (L = 1) und einen
Ausgang (R = 1) hat, ist die Ubertragungsmatrix hier eine Ubertragungsfunktion
H(z) = H(2).

(d) Die Impulsantwort ho(n) = Z7'{H(z)} kann durch Transformation mittels aus
Tabellen bekannter Korrespondenzen bestimmt werden.

6.2 Ergebnis

(a) y(0) =2, y(1)

L4l
(c) H(z) = H(z) = 12
2
n n—1
(@ ho() = (3) () +9-1(0 = 0] =20l + (5) r-a(a=1)
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7 Systembeschreibung im Zustandsraum?

Fin System sei durch die folgenden Zustandsgleichungen beschrieben:

mit

(a)
(b)

x(n+1)=A-x(n)+B-v(n)
y(n)=C-x(n)+D-v(n)

-4 -6 1 4 3 3
A I S L) S

Zeichnen Sie den Signalflussgraphen des Systems.

Bestimmen Sie die Ubertragungsmatrix H(z).

(c) Wie lautet die Impulsantwortmatrix hg(n) ?

7.1 Losungsansatz

(a)

(b)

(¢)

Der Signalflussgraph veranschaulicht die beiden Zustandsgleichungen. Ein struktu-
riertes Vorgehen um ihn zu zeichnen ist es, zuerst die L KEingangsknoten, die N
Knoten fiir die inneren Zusténde jeweils zu den Zeitpunkten n 4+ 1 und n sowie
die R Ausgangsknoten in dieser Reihenfolge von links nach rechts aufzuzeichnen.
Anschlieflen miissen diese nur noch entsprechend der Zustandsgleichung und der
Ausgangsgleichung verbunden und beschriftet werden.

Die Ubertragungsmatrix wird durch Vereinfachen der Gleichung
H(z)=C(zI-A)"'B+D

berechnet. Dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix der selben Dimension wie A. Das
Ergebnis sollte in Form einer R x L Matrix vorliegen. Die Ubertragungsmatrix be-
steht aus den Teiliibertragungsfunktionen H,;(z) von jedem Systemeingang [ zu je-
dem Systemausgang r:

|

Yi(z Yi(z
H(z) = Hui(z) Huiz(?)| _ Vigz) V;Ezg
Hyi(z) Ha(z) }‘;f(z) 28

Die Impulsantwortmatrix wird als inverse z-Transformation der Ubertragungsmatrix
bestimmt

- _ |27 Hu(2)} 27 {Hi2(2)}| _ |hoai(n) hoaz(n)
ho(n) = 27 {H(=)} = lz-l{Hmz)} z-1 {sz(z)}] ‘lhmn) ho,m(n)]'

7.2 Ergebnis

(a)

Der Signalflssgraph ist in Abbildung 7 dargestellt.
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6
(b) H(z) = [8 Zf]

—1)n1 n—
(¢) ho(n) = [8 ig_gn_lt(n_ 1)] Vel > 1

8 Laplaceverteilung

Gegeben ist die Laplace-verteilte Zufallsvariable v, fiir deren Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion gilt
«

fo(z) = 5 e~elzl,

(a) Skizzieren Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f,(x) und auch grob die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung F,(x). Welcher Wertebereich ist fiir den Parameter a zu-
léssig?

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung F,(x).

(¢) Berechnen Sie den Erwartungswert E{v} sowie die Varianz o2.

(d) Bestimmen Sie die charakteristische Funktion C,(w) der Laplaceverteilung.

(e) Mit Hilfe des Momententheorems

1 d*Cy(w)
-

ky
Bt} = gk dwk

w=0

kann das kte Moment aus der charakteristischen Funktion bestimmt werden. Uber-
prifen Sie damit Thre Ergebnisse aus Teilaufgabe (c).
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8.1 Losungsansatz

(a)

(b)

(¢)

(d)

(¢)

Fir eine Wahrschlichkeitsdichtefunktion muss

| fl@rdz=1

gelten. Fiir welche Werte von « ist dies moglich? Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
ist durch

T
Fua)= [ fuwdu
—00
definiert. Was muss also fiir die Grenzwerte lim F,(z) und lim F,(z) gelten?
T—00 T—r—00
Daraus ldsst sich eine grobe Skizze fiir F,(z) anfertigen.

Beim Lésen des Integrals tiber f,(z) muss eine Fallunterscheidung fiir x < 0 vorge-
nommen werden.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen v mit Verteilungsdichtefunktion f,(x) ist
folgendermaflen definiert:

oo
E{v} = / x fo(z) dz = my,
— 0o
In diesem Fall gibt es mindestens drei unterschiedliche Losungswege beim Bestimmen
des Integrals
(i) Einsetzen und losrechnen.

(i) Den Integranden genauer anschauen und erkennen, dass f,(z) = f,(—z) eine
gerade, = eine ungerade Funktion ist. Was bedeutet das fiir das Ergebnis der
Integration?

(iii) Ahnlich zu (ii): den Graphen zu f,(z) betrachten und erkennen, dass die Zu-
fallsvariable fiir positive und negative Werte identisch verteilt ist.

Fiir die Varianz der Zufallsvariablen v gilt
o2 =E{(v - E{v})’}
= / (2 — my)? fo(z) da.
—00
Um dieses Integral zu 16sen, kénnen Symmetrien von f,(z) genutzt werden. Aufer-

dem hilft zweimaliges, partielles Integrieren oder eine Integraltabelle.

Die charakteristische Funktion ist definiert als

Cw)=E {ej””} = /_O:O fo(2) et99% da.

Dies kann auch als ,,Fouriertransformation der Verteilungsdichtefunktion mit falschem
Vorzeichen im Exponenten“ angesehen werden — oder als ,,inverse Fouriertransfor-
mation der Verteilungsdichtefunktion, wobei der Faktor 1/2x fehlt®.

Uber das Momententheorem zuerst den Mittelwert m,, (erstes Moment) und dann
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2

> (zweites zentrales Moment) bestimmen.

die Varianz o

8.2 Ergebnis

(a) Es muss a > 0 gelten.

fv(x>

(N1l

\ 4

»
I [l I

x T

Abbildung 8: Wahrscheinlichkeitsdichte f,(x) und Wahrscheinlichkeitsverteilung F,(z)
der Laplace-Verteilung zu Aufgabe 8.

(b) Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt sich

1 1 1
Fy(w) = 5™ +6_1(a) (-2 41— 2 eax>

(c¢) Fir Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariable v gilt:

2
E{v} =m, =0 0325
(d) Die charakteristische Funktion ist
2
!
Colw) = w? + a?

(e) Ja, es klappt. Ergebnis siehe (c).

9 Stationaritat und Ergodizitat

In dieser Aufgabe werden wichtige Grundbegriffe zur Beschreibung von Zufallsprozessen
wiederholt. Die folgenden Fragen sollen auf einige Versuche mit MATLAB hinfiihren.

(a) Zwei bedeutende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind die Gleichverteilung und
die Normalverteilung (auch Gaufiverteilung genannt). Geben Sie jeweils die Vertei-
lungsdichtefunktionen an und skizzieren Sie diese.

(b) Was bedeutet Stationaritit?
(¢) Was bedeutet Ergodizitit?

(d) Gegeben seien N Werte v(n) der Realisierung eines Zufallsprozesses. Wie kénnen
Schitzwerte 1, und 62 fiir Mittelwert und Varianz des Prozesses bestimmt werden?

Signale und Systeme IT 20



9.1 Losungsansatz

(a) In den Vorlesungsfolien nachschlagen.
(b) In den Vorlesungsfolien nachschlagen.
(¢) In den Vorlesungsfolien nachschlagen.

(d) In den Vorlesungsfolien nachschlagen.

9.2 Ergebnis

(a) Bei stationdren Prozessen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte in allen Beobachtungs-
zeitpunkten gleich, d.h.

fo(z,t) = fu(x) bazw. fy(z,n)= f,(x).
Daraus folgt, dass alle Momente
E {vk} = mf,k) :/ a* f(x) dz
ebenfalls zeitunabhéngig sind (auch fur diskrete Zufallsvariablen). Gleiches gilt fiir

die zentralen Momente.

(b) Bei ergodischen Zufallsprozessen stimmen die Zeitmittelwerte mit den Scharmittel-
werten iiberein. Stationaritét ist Voraussetzung fiir Ergodizitét.

Seien K Realisierungen vg(n) eines Zufallsprozesses mit jeweils N Stiitzstellen gege-
ben, gilt fiir den

N
1
Zeitmittelwert fii lisi k lim — >
eitmittelwert fiir Realisierung o vi(n)

n=1

1 K
im 174 Z vg(no).-

Scharmittelwert zum Zeitpunkt ng 1
K—oo
k=1
(c) Gleichverteilung
1

— L ppm<v<wv
Verteilungsdichtefunktion — fug(v) = { Vmax™Vmin = = A

0, sonst
Mittelwert: Myg = %ﬂ
Varianz: Jgg =1 (Vmax — Umm)2

Normalverteilung
1 _ (U—mzvn)2
Verteilungsdichtefunktion: V) = ———e 2%
g f’U’I’L( ) \/%O',Un

Mittelwert: My, kann direkt aus f,,(v) abgelesen werden
Varianz: 02, kann direkt aus f,,(v) abgelesen werden
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L A fuog(x)

Umax —Vmin

v

»
'

Umax +Vmi t
l'l”ldX2 min ’l}max mvn w

Umin

Abbildung 9: Wahrscheinlichkeitsdichte fyq(z) der Gleichverteilung und f,,(z) der Nor-
malverteilung zu Aufgabe 9.

(d) Schétzungen fiir Mittelwert und Varianz des beobachteten Zufallsprozesses sind

Je ldnger die Beobachtung ist, also je grofler N, desto genauer (,besser”) wird die
Schétzung. Die Varianz wird manchmal auch auf ﬁ normiert - bei groen N fallt
dies jedoch kaum ins Gewicht.

10 Kreuz- und Autokorrelation

In dieser Aufgabe werden einige Eigenschaften der Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) bzw.
-folge und der Autokorrelationsfunktion (AKF) bzw. -folge untersucht.

(a) Zeigen Sie, dass fiir die KKF gilt

S'Ul'UQ (K/) = S'T)Q’Ul (_K/)

Was folgt daraus fiir die KKF der reellen Signale vi(n), v2(n)? Wie kann dieser
Zusammenhang auf die AKF eines reellen Signals iibertragen werden?

(b) Zeigen Sie, dass fiir zwei reelle Zufallsvariablen v; und ve die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung gilt:

[E{viv2}]* < E{of} E{v3}.
Was folgt daraus fiir die AKF eines reellen Signals?

(¢) Wie lassen sich die in (a) und (b) fiir diskrete Signale erzielten Ergebnisse auf die
KKF bzw. AKF von kontinuierlichen Signale iibertragen?

(d) Das Leistungsdichtespektrum S,,(jw) ist die Fouriertransformierte der AKF s, (7).
Zeigen Sie, dass fiir Vw € R gilt: Sy, (jw) > 0.
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10.1 Losungsansatz

Die Kreuzkorrelierte zweier stationérer, diskreter Zufallsprozesse v1(n) und wvy(n) ist als
der Erwartungswert
Svyvs (K) = E{Ul(n) vy(n + H)}

definiert.

(a) Die Kreuzkorrelierte sy, () durch den Erwartungswert ausdriicken und umformen.
(b) Da der Erwartungswert einer quadrierten Zahl positiv ist, gilt die Aussage
E{(avl — 1)2)2} >0
fiir beliebige Parameter a. Durch geschickte Wahl von a lasst sich die Cauchy-
Schwartz-Ungleichung ableiten.
(c) Gleicher Ansatz wie in Aufgabenteil (a) und (b).

(d) Der Beweis kann gefithrt werden, indem man ein Bandpassfilter H (jw) annimmt,
iiber das das Signal v(t) tibertragen werden soll.

v(t) Hjw) y(t)

Welche Eigenschaft weiit die AKF sy, (7) fiir 7 = 0 auf? Wie ist das Leistungsdich-
tespektrum Sy, (jw) bestimmt? Beide Informationen kénnen unter der Annahme,
dass das Bandpassfilter sehr schmalbandig sei, zu der Schlussfolgerung S,,(jw) > 0
kombiniert werden.

10.2 Ergebnis
(a) Fiir die Kreuzkorrlierte gilt
si o (—K) = [E{vg(n)v;’f(n—/{)}} |lm=n—-k

= [Efva(m + r) vi(m)}]
= B{v1(m) v3(m + 1)}

= Suyy (K)-

Die komplexe Konjugation hat keine Auswirkung auf reellwertige Signale, daher gilt

Svivg (H) = Svivg (_H)'

Fiir die Autokorrelation, also den Fall vi(n) = va(n) = v(n), gilt

Spu(K) = Spp(—K).
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(b) Mit dem Losungsanstz ergibt sich

[E{viw}]? | [E{viva})

J

J
—9 +E{v3} >0

J

J

E {v} E {v}

Fiir die Autokorrelierte gilt

[E{v(n)v(n+k)}]* <E {v2(n)} ‘B {vQ(n + /i)}

Syw(K) Svv(0) 5111)(0)

= va(o) > ‘va(ﬁ)’

(c) Die Ergebnisse lassen sich direkt auf kontinuierliche Signale tibertragen. Es muss nur
n durch ¢ und k durch 7 ersetzt werden.

(d) Fiir die AKF des Ausgangssignals des Bandpassfilters aus dem Losungsansatz sowie
das Leistungsdichtespektrum gilt

sy(0) = E{y3} >0
Syy(jw) = F {syy(7)} = [H(jw)[* Spo (jw)
Syy(T) = F {Syy(jw)} = % [m Syy(jw) e dw

Fiir 7 = 0 ergibt sich also

1 o o

S0 = 3= [ Suliw) &0 e
=1

1 o0

|H(j)|? Sou(jew) du

:%700

Annahme: H(jw) sei ein sehr schmalbandiges Bandpassfilter

. 1, wy—e<w<wy+e
H(]W):{

0, sonst

mit ¢ — 0, so dass Syy(jw) im Durchlassbereich um die Frequenz wy annidhernd
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konstant ist. Damit lasst sich weiter vereinfachen:

Syy(0) : /wo+5 |H(]w)|2 Svw(Jjw) dw

27'(' wo—¢

. wo+€
~ 7&’”(‘7(’00) / 1dw

2m wo—¢

27

Da dies fiir alle wy gilt: Sy, (jw) > 0.

11 Stochastische Signale und lineare Systeme

Ein Nutzsignal x(t) = a - cos(wpt) ist additiv durch mittelwertfreies weifles Rauschen z(t)
mit der Varianz o2 gestért, so dass nur das Signal

o(t) = z(t) + 2(t)
gemessen werden kan. Dieses Signal v(t) soll mit einem System mit dem Frequenzgang

1
H(jw) = T mit o >0
a+ jw

gefiltert werden, um so das Signal y(t) zu erhalten.
(a) Berechnen Sie den Erwartungswert des gefilterten Signals y(t).
(b) Geben Sie das Verhéltnis von Nutz- zu Storleistung (SNR) am Filterausgang an.

(¢) Fiir welche Wahl von « wird das SNR maximal?

11.1 Losungsansatz

(a) Zur Berechnung des Erwartungswertes konnen die folgenden Schritte hilfreich sein:
o Fiir das Signal y(t) gilt

u(t) « F~H{H (jw}

x(t) * h(t) + z(t) * h(t)

s(t) +n(t).

y(t)

Dabei seien s(t) das Nutzsignal und n(t) das Storsignal oder Rauschsignal (n(t)
von englisch noise). Werden beide Signalanteile als unkorreliert angenommen,
kénnen die Erwartungswerte getrennt bestimmt werden:

E{y(t)} = E{s(t) + n(t)} = E{s(t)} + E{n(1)}.

o Bestimmung von E {n(¢)}: Ausnutzen, dass z(t) mittelwertfrei ist.
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o Bestimmung von E {s(¢)}: Wie reagiert das System H(jw) auf das Eingangs-
signal z(t)? Da x(t) monofrequent ist (Spektralanteile nur bei der Frequenz
wp), ist eine Losung ohne Berechnung von X (jw) = F{xz(t)} oder h(t) =
F1{H(jw)} moglich. Dazu muss H(jw) in Betrag und Phase aufgespalten
werden.

(b) Das Verhiltnis von Nutz- zu Storleistung (signal to noise ratio) ist folgendermafien

definiert:

Leistung des Nutzsignals  Ps
Leistung des Storsignals P,

o Die Nutzsingalleistung kann durch Integration iiber eine beliebige Signalperiode

T berechnet werden:
1 to+T 9

P, =— s“(t) dt
A

e Die Storsingalleistung ist gleich der Autokorrelationsfunktion an der Stelle 7 =
0:
Po= sun(Mlzg = F {Sunliw)}|

Das benotigte Gerduschleistungsdichtespektrum ist bekannt, da es durch Filte-
rung aus dem weifien Rauschsignal z(¢) mit der Varianz o2 generiert wird. Es
gilt:

Spn(jw) = ’H(]W)‘Q Sz (jw).

Bei der Berechnung der inversen Fourier-Transformation hilft das Integral

1 1 T
/7611’ = —arctan | — | .
a? + x2 a a

(c) Der in (b) berechnete Ausdruck fiir den SNR héngt von dem Filterparameter « ab.
Durch Ableiten diese Ausdrucks kann das Maximum gefunden werden.

Zusatzfrage: Durch welchen anderen Filtertyp kdnnte ein noch besseres SNR er-
reicht werden? Abbildung 10 zeigt das Filter H(jw) fiir verschiedene Werte von «.

11.2 Ergebnis

(a) E{y(t)} = \/ﬁ cos (wot — arctan ((20>> = §cos (wot — ¥s)

Oé2 [0

b) SNR= ————
(b) 02 a? + w?
(¢) a=uwo
Zur Optimierung des SNR wére ein Bandpassfilter mit Mittenfrequenz wg noch besser
geeignet, als das hier verwendete Tiefpassfilter.
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201ogyo |H (jw)|

0 ; ; ; ; _15 ; ; ; ;
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 0.8 1
Kreisfrequenz w

Kreisfrequenz w

Abbildung 10: Ubertragungsfunktion H(jw) = oH(jw) aus Aufgabe 11 in linearer und
logarithmischer Darstellung. Durch die Multiplikation mit o wird die Uber-

tragungsfunktion auf H(50) = 1 normiert.

12 Autokorrelation und lineare Systeme

Die Autokorrelierte s,, (k) einer Zufallsfolge v(n) sei fiir £ > 0 durch
1 K
Sww(K) = (2) , k>0

gegeben.
(a) Geben Sie sy, (k) fir k < 0 an.
(b) Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz von v(n).
(c) Berechnen Sie die z-Transformierte Sy, (z) von sy, (k).
(d) Die Folge v(n) werde auf ein System mit der Ubertragungsfunktion

z+2

H(z):z+%

gegeben. Geben Sie Sy, (z) und sy, (k) an.

12.1 Losungsansatz

(a) In Aufgabe 10 wurde bereits gezeigt, dass fur die Autokorrelationsfolge der Zusam-

menhang
svo(—k) = sy, (k)

gilt. Dies kann hier angewendet werden.
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(b)

(¢)

(d)

Die Autokorrlationsfolge kann iiber die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte bestimmt
werden:

spp(k) = ES v(n) v(n+ k)
M~ ——

v1 v2

oo oo
= / / V12 fur (V1, V2, K) dvrdvs.
—00 J =00

Unter der Annahme, dass die beiden Zufallsvariablen v;1 = v(n) und vy = v(n + k)
flir k — oo statistisch unabhéngig sind, ist die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
separierbar. Damit lassen sich die beiden Integrale getrennt berechnen und man

erhalt
2

lim s,,(k) = m;,

K—00
wovon nun nur noch der Grenzwert bestimmt werden muss.

Die Varianz wird tuber den Ansatz
o2 = B{(v-E{v})’}

berechnet.

Die Autokorrelationsfolge in die Definition der z-Transformation

[e.9]

Spw(2) = Z Spo(Kk) 27"

n=—oo

einsetzen und die Summe in die beiden Summen 30 und 5% ; aufspalten. Diese
so umformen, dass die geometrische Reihe angewendet werden kann. Wie lautet der
Konvergenzbereich fiir die z-Transformierte Sy, (2)?

Fiir die z-Transformierte der Autokorrelationsfolge des Ausgangssignals des Filters
H(z) gilt

Z*

Si(2) = Sl HE) ().

Das gegebene H(z) einsetzen und vereinfachen.

12.2 Ergebnis

(a)
(b)

(c)

(d)

1\ =l
Spv = <2)

Mittelwert m, =0

Varianz o2 =1
3z
Swl?) = =@ =1

Konvergenzbereich: § < |z] < 2

Syy(2) = 4 Syp(2) 0 syy(K) = 4 spu(K)
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13 Idealisierte Systeme

Gegeben ist ein einseitiger idealer Bandpass mit der Mittenfrequenz w,,, einer Bandbreite
von 2Aw und einer linearen Phase von (—wtp).

(a) Wie lautet der Frequenzgang H™ (jw) dieses Bandpasses?

(b) Berechnen Sie die Impulsantwort hél)(t) dieses Bandpasses.

(¢) Wie lautet der Frequenzgang H®) (jw) eines entsprechenden zweiseitigen Bandpas-
ses?

(d) Berechnen Sie die Impulsantwort h[(]Q) (t) des zweiseitigen Bandpasses

13.1 Losungsansatz

(a) Bei idealen Filtern wird angenommen, dass sie im Durchlassbereich den Betrag
|H(jw)| = 1 und im Sperrbereich |H(jw)| = 0 haben. Die Phase ist in der Auf-
gabenstellung gegeben.

(b) Die Impulsantwort ist als inverse Fourier-Transformation der Ubertragungsfunktion
definiert:
ho(t) = F~ {H(jw)} -

Sie kann mit Hilfe der Korrespondenz fiir die Rechteckfunktion sowie Verschiebungs-
und Modulationssatz bestimmt werden.

(c) Gleiche Vorgehensweise wie in (a).

(d) Gleiche Vorgehensweise wie in (b).

13.2 Ergebnis

1-e 99 fiir wy, — Aw < w < Wy, + Aw

(a) HY (jw) = {0

= 7 au (W — wpy) eIt
sonst

(b) h(t) = % si(Aw(t — ty)) efm(t—to)
(c) HP(jw) = [raw(w + wm) + 7aw(w — wp)] e 740

(d) W (t) = % si(Aw(t — tg)) 2 cos (wm(t — to))

14 Idealisierte Systeme

Betrachtet wird ein linearphasiges System S™) mit einer kosinusférmigen Betragsschwan-
kung;: '
HW (jw) = Hy (1 4 acos(wr)) e 7%,

(a) Wie lautet die Impulsantwort des Systems S(1) ?
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(b) Das Ausgangssignal von S wird mit Hilfe eines idealen Tiefpassfilters S mit der
Grenzfrequenz w, bandbegrenzt. Geben sie die Impulsantwort der Kaskade aus S )
und S@ an.

14.1 Losungsansatz

(a) Den cos-Term vor der Riicktransformation mit Hilfe der Eulerschen Formel
cos(wT) = 1 (ejw + e_jw)
2

durch zwei Exponentialfunktionen darstellen und die Klammer ausmultiplizieren.
Danach kann die inverse Fouriertransformation einfach mit Hilfe des Verschiebungs-
satzes bestimmt werden.

(b) Fiir den Frequenzgang des idealen Tiefpassfilters gilt

1’ |w| S Wy

H(Q)(jw) =1y, (W) = {

0, sonst.

Die gesuchte Gesamtimpulsantwort fiir das kaskadierte System kann nun entweder
im Frequenz- oder Zeitbereich berechnet werden

ho(t) = F~H {HO (jw) - HO (juw) |
= hg (1)« FH{HD (juw)}

14.2 Ergebnis

(a) WP (t) = Hy [50(15 —to) + %50(75 —to+7)+ %50(15 —ty — 7)}

(b) ho(t) = 0%

y [Si(wg(t — 10)) + 5 syt — o+ 7)) + 5 sy (¢ — 1o — 7))}

15 Filterung und Autokorrelation

Diese Aufgabe wiederholt einige Grundbegriffe zur Autokorrelation und soll auf einen
kleinen Versuch mit MATLAB vorbereiten.

Gegeben sei das Signal v(n) als weifles Rauschen mit Mittelwert m, = 0. Dieses soll mit
einem schmalbandigen Bandpassfilter H(z) gefiltert werden, um so das Ausgangssignal
y(n) zu erhalten.

(a) Durch welche Differenzengleichung kann die Bandpassfilterung beschrieben werden?
Geben Sie auch die Ubertragungsfunktion H(z) in allgemeiner Form an.

(b) Wie ist die Autokorrelationsfolge s,,(x) fiir stationére Signale definiert? Wie kann
sie geschétzt werden, wenn fiir v(n) eine Messung vorliegt? Worin unterscheiden sich
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die Autokorrelation s,,(x) und die Autokovarianz ¢, (k)?

(c) Skizzieren Sie s, (k). Welche Unterschiede erwarten Sie fiir die Autokorrelationsfolge
Syy () nach der Filterung?

15.1 Losungsansatz

(a) Mit der Differenzengleichung

N-1 M-1
y(n)zz (n—1) Zazyn—z
i=0 =1

kann bei ausreichenden Filterordnungen N und M ein beliebiges LTI-System be-
schrieben werden, wobei v(n) das Eingangs- und y(n) das Ausgangssignal des Sys-
tems ist. Je nach Wahl der Filterkoeffizienten a; und b; kénnen verschiedene Fil-
tertypen, wie z.B. Hochpass, Tiefpass oder Bandpass, realisiert werden. Diese Fil-
terstruktur wird auch als infinite impulse response (IIR) Filter bezeichnet, weil das
Ausgangssignal wieder zuriickgekoppelt wird und somit unendlich lange Impulsant-
worten realisiert werden kénnen.

Fiir die Ubertragungsfunktion gilt
N-1

> b z7t
i=0
H(z) = 3
S a2t
i=0
wobei qg = 1 ist.

(b) Fiir stationdre Folgen ist die Autokorrelationsfolge durch

sw(k) =E{v(n)v(n+k)} = /_O:O /_O:O 102 fuu(V1, V2, K) dvy duy

definiert und kann aus beobachteten Daten durch

N
Spw(k) = <vn)v(n+ k) > = hm {2N :z: v(n + /@)}

geschétzt werden. Die Autokovarianz ist zusdtzlich mittelwertbereinigt

Yo (k) = (n) — m’v) ( (n + k) — mv)}
/ / (v1 — M) (V2 — My) fou(v1,v2, K) dvy dug
= Sy(K) — v.

Um die Notation zu vereinfachen, wurden in den Integralen die Abkiirzungen v(n) =
v und v(n+ k) = ve verwendet. Dabei ist anzumerken, dass die Verbundwahrschein-
lichkeitsdichte fy,,(v1, v2, k) nicht vom absoluten Zeitpunkt n abhéngt, sondern nur
von der Zeit k zwischen den beiden Zufallsvariablen v; und vs.
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(c) Da v(n) weifles Rauschen ist, gilt

Sww(K) = 032, Yo(k).

Durch die Filterung werden benachbarte Signalabtastwerte korreliert. Folglich wird
auch die Autokorrelationsfolge ,verschmiert“, das heifit, sie wird nun fiir k # 0 von
0 verschiedene Funktionswerte aufweisen.

15.2 Ergebnis

N-1 M-1
(a) Differenzengleichung: y(n) = biv(n —1i) — a;y(n — 1)
=0 i=1
N-1
>, bz
Ubertragunsfunktion: H(z) = ;;_01 mit ap =1
>, a;z7"
=0

oo o0
(b) Autokorrelationsfolge: s,,(k) = / / V1V2 fou(V1, V2, K) dvy dvg
—00 J =00

1 n
Schétzwert fiir die Autokorrelationsfolge: §,,(x) = lim {2]\7 Z v(n)v(n + m)}
n=—N

Autokovarianzfolge: 1, (k) = / / (v1 — my) (v2 — my) fou(v1, v2, k) dvr dvg

Dabei gilt v(n) = v; und v(n + k) = ve.
(c) Autokorrelationsfolge:

Syu(K)

-2-1 1 2 3 45 6 n

16 Hilbert-Transformation und Einseitenbandmodulation

In dieser Aufgabe werden zuerst Grundlagen zur Hilbert-Transformation wiederholt und
anschlieflend eine Anwendungsmoglichkeit untersucht.

(a) Wie ist die Hilbert-Transformation definiert? Geben Sie sowohl Frequenzgang als
auch Impulsantwort an. Was ist unter dem analytischen Signal vy (t) zu verstehen?

(b) Ist der Hilbert-Transformator kausal? Ist er bandbegrenzt?

(c) Geben Sie eine Realisierung der idealen Einseitenbandmodulation mit Hilfe des
Hilbert-Transformators als Blockschaltbild an. Verwenden Sie dabei die Definition

Signale und Systeme IT 32



der Einseitenbandmodulation.

(d) Ist das resultierende System aus (c¢) kausal und bandbegrenzt? Wenn nicht, modifi-
zieren Sie das System so, dass es kausal und bandbegrenzt wird.

16.1 Losungsansatz

(a) Der Frequenzgang des Hilbert-Transformators ist durch

H(jw) = Ho(jw) e I+t

= —jsign(w) e It
definiert. Oft wird dabei die Verzégerung to = 0 gesetzt, so dass
H(jw) = Ho(jw) = —jsign(w)

gilt. Teilt man den Frequenzgang in Betrag und Phase auf wird klar, warum der
Hilbert-Transformator manchmal auch als 90°-Phasendreher bezeichnet wird.

Fiir die Impulsantwort des Hilbert-Transformators mit ¢ty = 0 gilt

1
ho(t) = 1 {Ho(je)} = {0 .

Die Filterung mit einem Hilbert-Transformator lasst sich also im Zeit- und Frequenz-
bereich folgendermaflen beschreiben:

B(t) = v(t) * ho(t) = H {v()}
V(jw) = V(jw) - H(jw)

= =V (jw)-j-sign(w)
= Im {sign(w)V (jw)} + jRe {—sign(w)V (jw)}

= Re {f/(jw)} + jIm {V(jw)}

Realteil und Imaginérteil des Spektrums werden also durch die Hilbert-Transformation
sausgetauscht“, was zur Bildung des analytischen Signals

va(t) = v(t) + H{v(t)} = v(t) + 0(¢)
ausgenutzt werden kann. Das Besondere daran ist, dass es ein einseitiges Spektrum

2V (jw), w>0
Va(jOU) = V(]OJ), w:O
0, w <0

besitzt. Man beachte in den obigen Betrachtungen auflerdem die verwendete Nota-
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tion mit ~ und H {.} zur Beschreibung der Hilbert-Transformation.

(b) Der Hilbert-Transformator ist nicht kausal, da die Impulsantwort ho(t) # 0 fiir ¢ < 0.
Der Hilbert-Transformator ist auch nicht bandbegrenzt, da H (jw) # 0 fir alle w # 0.

(c) Die Einseitenbandmodulation kann auch realisiert werden, indem mit Hilfe eines
Hilbert-Transformators ein rechtsseitiges und ein linksseitiges analytisches Signal
gebildet und anschlieffend jeweils komplex moduliert wird. Die einzelnen Schritte
sind in Abbildung 11 schematisch fiir das Spektrum eines rellen, bandbegrenzten
Signals dargetellt.

Die notigen Signalverarbeitungsschritte

v(t) cos(wot) — 20(t) sin(wot)
[v(t) cos(wot) — H {v(t)} sin(wot)]

y(t) =2
2

sind im Blockschaltbild von Abbildung 12 dargestellt.

(d) Das in (c) hergeleitete System ist wegen des enhtaltenen Hilbert-Transformators
weder kausal noch noch bandbegrenzt. Daher sind drei Modifikationen notig:

1. Der Frequenzgang des Hilbert-Transformators kann einfach bandbegrenzt wer-
den, indem man fiir alle Frequenzen w > w, die Ubertagungsfunktion H (jw) =
0 setzt und so die Ubertragungsfunktion Hgp(jw) erhilt, fiir deren Impulsant-

wort
hgp(t) = F ' {Hpp(jw)} = 1 — cos(wyt)

Tt
gilt.

2. Die Impulsantwort hgp(t) ist zeitlich nicht begrenzt. Dies kann durch Multipli-
kation mit einer Fensterfunktion w(t) erreicht werden, die aulerhalb des Berei-
ches t € [—tg, to] den Funktionswert w(t) = 0 hat und fiir gewohnlich zu diesen
Réndern hin langsam abklingt. So erhélt man die Impulsantwort hpp ().

3. Um ein kausales System zu erhalten, muss die Impulsantwort aus Schritt 2 noch
um die halbe Fensterlange ¢ty verzogert werden:

hmod(t) = hppw(t — to).

Diese Impulsantwort hpy,eq(t) stellt also eine kausale und bandbegrenzte Appro-
ximation des Hilbert-Transformators dar.

16.2 Ergebnis

(a) Frequenzgang: H(jw) = Hy(jw) e 7*" = —jsign(w) e 7*" oft mit ty = 0

1
= t#0
Impulsantwort: hg(t) = { ™’
P o) {O, t=0

(b) Der Hilbert-Transformator ist weder kausal noch bandbegrenzt.

(c¢) Eine ideal einseitenbandmoduliertes Signal y(¢) kann aus dem Eingangssignal v(t)
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Re V(jo) Reelles TiefpaB-Signal:
(1) Im ——— Realteil gerade und
F{v(t)} = V(jo) oS N Imaginarteil ungerade
N 7 =
e ®
2 A ilbert- i
) E {0 ) = V(o) — Hilbert-Transformation von (1)

»

>

e [0)
il . . .
(3) V(o) = jHy(e) V(o) o . Multiplikation von (2) mit j
= Sgﬂ ((‘0) V(](D) 7 g R A2 \\ _
‘ o
i M+EG)
= + =>
~~ N i
*) V(o) + ] {\/(_]co) = VaR (j®) / N analytisches Signal zu v(t)
/ \
| -
4 m-@) =
(5 ) A L konjugiert komplexes
V(o) - jV(o) = Va(o) analytisches Signal zu v(t)
\\ // ]
\ ~_ //
Ay |
Modulation von (4) : P
© V-0 ot | 7N
al) 0 Multiplikation mit e L \
pes =
| ! ®
Modulation von (5) :
L.
V. ®+ o Cimat
) /} o, U7 )] Multiplikation mit e o
\\ // —(1)0 ®
Y L
Addition von (6) und (7):
Y(jw) A Reelles Signal,
8 ESB-modulierte ‘A S
®) Variante von (1) // \\
o >
\\ // 0 ’ 0 (0]

Abbildung 11: Realisierung der Einseitenbandmodulation mit Hilfe

des Hilbert-

Transformators in Aufgabe 16. Die Hilbert-Transformierte wird hier mit

0(t) = H{v(t)} bezeichnet.
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*cos (wot)
>

v(t) | é y(t)
H{}

Y

()

— sin(wot)

Abbildung 12: Blockschaltbild zur Realisierung der Einseitenbandmodulation mit Hilfe
des Hilbert-Transformators in Aufgabe 16.

mit Hilfe eines Hilbert-Transformators durch

y(t) = 2v(t) cos(wot) — 20(t) sin(wot)
2

[v(t) cos(wot) — H {v(t)} sin(wot)]

erzeugt werden.

as dystem aus (c¢) ist weder kausal noch bandbegrenzt. Drei Modifikationen sin
d) Das S i der k 1 h bandb Drei Modifikati ind
notwendig

1. Bandbegrenzung des Frequenzganges des Hilbert-Transformators.

2. Zeitliche Begrenzung der Impulsantwort des bandbegrenzten Hilbert-Transformators
aus 1. durch Fensterung der Impulsantwort.

3. Verzogerung der durch Schritt 2 gewonnen Impulsantwort um ein kausales Sys-
tem zu erzeugen.
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